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Resumo

Este trabalho se iniciou a partir da atividade final da disciplina Relagdo entre
Algebra, Aritmética e Geometria, onde ao aprofundarmos nossos estudos
percebemos questdes relacionadas ao calculo infinitesimal do Principio de
Cavalieri, o que nos levou a buscar as demonstracdes da Esfera, a partir do
Calculo Diferencial e Integral e depois em uma pesquisa sobre a Esfera na
histéria vemos em Arquimedes um estudo sobre este s6lido. Com isto buscamos
colaborar na questdo do ensino de Célculo Diferencial e Integral na Educagdo
Superior, utilizando a relagdo deste com a Esfera, a partir de uma andlise
histérico-epistemoldgica, ndo a entendendo no sentido do paralelismo onto-
filogenético e sim que os conceitos matematicos podem ser encontrados dentro da
histéria de forma irregular e que a histéria deve ser analisada, de forma a nos
oferecer diferentes situacdes para que a partir desta empreendamos na construcao
do conceito de forma didética.

Palavras-chave: andlise historico-epistemologica, cdlculo diferencial e integral,
principio de Cavalieri, Arquimedes.

Introducao

Este trabalho se iniciou a partir da disciplina Relacdo entre Algebra, Aritmética e
Geometria' ministrada pelo Prof. Dr. Renato Guerra, no Instituto de Educacio Matematica e
Cientifica IEMCI/UFPA). A atividade final da disciplina consistiu na elaboracdo de um
texto produzido em conjunto pelos mestrandos que cursaram a disciplina. Este texto trouxe
uma proposta de ensino a partir do contetido do capitulo 4 do livro “Medida e Forma em
Geometria” de Elon Lages Lima para a Educa¢do Bésica.

O capitulo denominado “Volume” trata dos assuntos referentes ao titulo. Na disciplina
conseguimos ver as relagdes entre dlgebra, aritmética e geometria de uma forma mais
profunda e neste trabalho os autores deste artigo trabalharam mais intensamente sobre os
assuntos “Principio de Cavalieri” e “Esfera” presentes no capitulo 4. Aprofundamos nossos

' Disciplina ministrada pelo Prof. Dr. Renato Borges Guerra, oferecida ao curso de mestrado do
Programa de P6s — Graduagdo em Educacdo em Ciéncias e Matematicas no Instituto de Educagdo
Matematica e Cientifica na Universidade Federal do Parda (PPGECM/IEMCI/UFPA)



Cdlculo diferencial e integral e a esfera 2

estudos e passamos a ver as questdes relacionadas ao célculo infinitesimal do Principio de
Cavalieri, o que nos levou a buscar as demonstracdes dos sélidos, em particular da Esfera, a
partir do Célculo Diferencial e Integral e depois em uma pesquisa sobre o estudo da Esfera na
histéria vemos em Arquimedes um estudo muito interessante sobre este sélido, o que nos fez
perceber que ele iniciou alguns estudos também referentes ao infinito. Entdo buscamos
colaborar no ensino de Célculo Diferencial e Integral a partir da relacdo deste com geometria
espacial, particularmente abordando a Esfera, passando por Arquimedes e Cavalieri,
baseados em uma perspectiva critica de andlise histérico-epistemoldgica ndo a entendendo no
sentido do paralelismo onto-filogenético e sim que os conceitos mateméticos podem ser
encontrados dentro da histéria de forma irregular e que a histéria deve ser analisada, de forma
a nos oferecer diferentes situacdes para que a partir desta empreendamos na construcao do
conceito de forma didética.

Uma analise historico-epistemologica

Poderiamos dizer que o que faremos neste estudo é uma anélise epistemoldgica da
histéria da matemaética, pois centrando-nos na questdao do ensino do Calculo Diferencial e
Integral buscamos recortes histéricos onde podemos perceber o surgimento deste assunto, a
partir da geometria espacial, em particular com o conceito de Esfera’, e assim buscamos
analisd-lo. Porém cremos que isto ndo seja tdo simples. Buscando fundamentar aquilo que
entendemos por andlise histérico-epistemoldgica da matemética ou pelo menos a andlise que
buscamos empreender, € necessario chamar a atengdo para as perspectivas que t€m sido
usadas para o estudo desta questao.

Miguel e Miorim (2004, p. 69-149) apresentam cinco perspectivas. Aqui destacamos
trés: a perspectiva evolucionista linear, que tem sua base nos trabalhos de Ernst Haeckel
(1834-1919), morfologista que defendeu que o “desenvolvimento psiquico da crianga € uma
repeti¢do abreviada da evolucdo filogenética” (MIGUEL & MIORIM, 2004, p. 80); a
perspectiva estrutural-construtivista operatdria, desenvolvida por Jean Piaget e Rolando
Garcia no livro Psicogénese e Historia das Ciéncias de 1983, onde os autores estabelecem a
equivaléncia entre a histéria e as etapas da psicogénese e a perspectiva evolutiva descontinua,
desenvolvida por Gaston Bachelard que defendia que o desenvolvimento histérico do
pensamento cientifico se deu em um progresso descontinuo. Segundo Miguel (2004)
Bachelard utilizou o “pressuposto recapitulacionista que estabelece um paralelismo entre os
niveis filogenéticos de sua histdria epistemoldgica e os psicogenéticos de seus supostos
aprendizes da atualidade” (p. 90).

Estas trés perspectivas, estdo baseadas, no paralelismo onto-filogenético, também
chamado principio recapitulacionista ou principio genético. Segundo Miguel e Miorim (2004)
o paralelismo onto-filogenético € o termo usado para sintetizar o “estabelecimento de
vinculos entre a filogénese e a psicogénese do conhecimento matematico” (p. 73). A
filogénese trata da producgao socio-histérica do conhecimento no passado e a psicogénese € a
producdo ou apropriagdo pessoal desse conhecimento no presente e estas formas de analise da
producio do conhecimento sdo vistas como semelhantes, ou seja, “a filogénese recapitula a
ontogénese”.

Nessa versao pedagdgica, todo individuo, em sua constru¢do do conhecimento, passaria
por estagios que a humanidade teria passado. Segundo, Brolezzi (2004):

A critica a essas perspectivas se baseia em grande parte na consideracdo de que
seria ilegitima a tentativa de espelhar, no ambito escolar, semelhangas entre a

? Quando nos referirmos a Esfera neste trabalho estamos lidando com a questio do Volume.
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seqiiéncia histdrica (e eventualmente os obstdculos encontrados nessa marcha) e a
forma de abordar o contetido na sala de aula. (p. 2)

A perspectiva Evolucionista Linear €, das perspectivas aqui apresentadas, a mais
simplista, mas a que melhor resume o que queremos mostrar aqui, pois considera que a
evolu¢do do conhecimento matemaético se deu de forma linear e que neste sentido € possivel
observar na histéria a matematica se desenvolvendo de forma completamente regular.
Bachelard (1996) afirmou que “a histdria da matematica € maravilhosamente regular.
Conhece periodos de pausa. Mas nao conhece periodos de erro” (p. 28). Essa concepgao fez
com que os educadores matematicos nao utilizassem, inicialmente, a no¢ao de obstaculo
epistemoldgico e buscaram coloca-la na aprendizagem, chamando-os de obstaculos didaticos.
Porém, consideramos que a matemaética passou por problemas como as outras ciéncias e que
seu desenvolvimento foi irregular e devemos a partir desta concepg¢ao buscar as diferentes
situacdes em que certos conceitos surgiram.

Nao nos interessa neste trabalho relacionar questdes filogenéticas a questdes
psicogenéticas, ou qualquer relacdo do tipo, nem a partir do desenvolvimento historico, isto €,
baseados nos eventos de que dispomos apresentar problemas que discordam da estrutura
matematica que ja possuimos e também nao tencionamos apresentar a histéria como uma
alternativa motivacional ao ensino. Pode-se entender que estas questdes podem fazer parte
daquilo que propomos, porém destacamos que nossa intengdo € apresentar a epistemologia da
matematica a partir de eventos histéricos (no sentido da produ¢do matematica) e em como
certos conceitos ja estavam presentes em determinados conteddos.

Acreditamos que os conteidos mateméticos ndao foram formados na mesma ordem que
vemos atualmente, eles passaram por processos complexos ou nem sequer se encaixam em
qualquer tipo de processo. Logo, ver a histéria de uma forma pontual serviria como
motivador ou como algo lidico, mas entendemos que o contetido seria melhor compreendido
a partir de uma andlise epistemoldgica que visitasse a historia e os fatos em que pode se
observar determinado objeto matemético. Brolezzi (2004) produziu um artigo muito
interessante em que defende a utilizacdo da histéria da matemadtica as avessas. Em certo
ponto ele defende que

O papel da histéria fica bem definido por mostrar uma das propriedades
fundamentais da rede: a metamorfose. Entretanto, pensamos ser necessario
contrapor uma concepg¢ao linear evolutiva da matematica com uma visao que
inverta o sentido da histdria, pois isso revelaria uma multiplicidade de caminhos
para a construcao de significados no ensino — particularmente no ensino superior.

(p-4)

E a histéria da matemética e o contetido matemético trabalhando conjuntamente, em
como determinado contetdo se deu na histéria ou nas histérias e em como a histdria se deu a
partir do contetido, ndo no sentido de como a histéria da sociedade aconteceu, mas aqui
entendemos em como a histéria interna da matematica se deu a partir de certas descobertas
(ou criacdes?).

A histdria pode revelar possibilidades pedagdgicas que superem as dificuldades
encontradas por professores e estudantes de graduacdo em matematica. Nossa andlise
histérico-epistemoldgica defende principalmente a utilizacio de variadas situacdes onde
ocorreu a aplicagdo de um conceito ou conteido matemético na histéria, visando
principalmente a reflexdo sobre estas situacOes ou experiéncias. Neste estudo ndo estamos
lidando com o desenvolvimento histérico-epistemoldgico de um conceito, mas das relacdes
de certos contetidos e em como eles se formaram mutuamente. B claro, que, querendo ou ndo,

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.
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estamos trabalhando com conceitos, porém diferenciamos, para que nao seja esperado deste
trabalho, a andlise de um determinado conceito em si.

O assunto no qual nos deteremos € visto principalmente no Ensino Superior. Se ha
contestacoes sobre a utilizacio da histéria da matematica no Ensino Bdsico, estas ndo existem
quando se refere ao ensino superior e o principio recapitulacionista € colocado como
fundamento de praticamente todas as abordagens da histéria para este nivel de ensino.

Brolezzi (2004) utilizando Grabiner (1983) revela que as motiva¢des do Célculo nao
estavam na Fisica, mas na propria Matematica, no estudo dos resultados de Euclides,
Arquimedes, Cavalieri, Fermat, Descartes e Barrow. Brolezzi (2004) complementa:

A idéia € que os conceitos matemdticos mais complexos ndo tenham surgido de
uma natural prolongacdo do senso comum, mas sim de uma criagao peculiar que
ndo se mostre, mesmo aos seus criadores, todo o seu potencial de aplicacdo, nem
todos os problemas de sua fundamentagao. Segundo Grabiner (1983), os
conceitos matemdticos sao primeiro usados, depois descobertos, explorados e
desenvolvidos, para somente ao final serem definidos. (p. 9).

Consideramos necessdrio um conhecimento maior da origem e do desenvolvimento dos
conceitos referentes ao Célculo diferencial e Integral e acreditamos que relaciona-lo a
geometria espacial facilitard, de forma abrangente e significativa, o desenvolvimento do
ensino do cdlculo nos cursos de licenciatura e bacharelado em Matematica. Destacamos que
apesar de estarmos apontando o tempo todo que este estudo € em favor do ensino do cdlculo
entendemos que também é em favor da geometria espacial, em particular do ensino da Esfera.
Um conteddo colabora para o outro e a histéria vem mostrar estas relacdes.

Relacoes entre o Principio de Cavalieri e o0 Calculo a partir do estudo da esfera

Nossa andlise se inicia pela demonstracdo do volume da esfera a partir do Principio de
Cavalieri aplicado no Célculo Diferencial e Integral. A estratégia que utilizaremos € a
seguinte: em um eixo cartesiano, utilizando o grafico de uma funcgio f faremos a construgao
de um cilindro de raio 2R, em seguida a partir de uma fun¢do g, inserimos neste cilindro dois
cones, o volume que € a diferenca entre o cilindro e os dois cones chamaremos de
Volume S(Vs). Este sélido € uma constru¢do importante, pois € a partir dele que iremos
generalizar o célculo do volume de uma esfera. Comecemos a seguir.

Construimos um cilindro reto (eixo perpendicular as bases) de raio R e altura 2R. Para
esta construg¢do primeiramente tomemos uma funcédo constante do tipo f(x) = R, sendo que
esta fungdo € continua no seguinte intervalo —r < x < r.

/ fe) =R
R

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 201 1.
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Lembrando que no Célculo Diferencial e Integral® dado uma f continua em [a, b], seja
S o sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo x, limitado pelas retas x =aex = b. O
. , b . ~
volume deste sélido serd Volume de S = fa [f(x)]? dx. Neste sentido para a construcdo do
cilindro faremos uma rotagio da funcio f(x) = R em torno do eixo x que resulta:
R

Volume do cilindro (V) = nf [f(x)]? dx
-R
R
VC=7tf R? dx
-R
¥
B
RN IP:
et vilel ¢
§ H i
2NN REPRNE N B
s L4 W1 i/

Neste cilindro construimos dois cones, ambos com base raio R e altura R. Para esta
construgdo tomaremos uma fungdo g(x) = |x|

Ay gx) = |x|
f(x) =R

/

(VR AV

E faremos uma rotacdo em torno do eixo x. A rotag¢do produz dois cones equivalentes.
O sdlido formado pela diferenga entre o cilindro e os dois cones chamaremos de solido S que
corresponde a arte em vermelho da préxima figura:

* A demonstra¢io completa desta propriedade pode ser encontrada em Guidorizzi (2001 p. 400).

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 201 1.
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R f(x) =R g() = |x|
BN v -
N Y i

O volume do sdlido S, sera calculado pela diferenca do volume total do cilindro pelo
volume dos dois cones.

Volume do Sélido S (V;) = Volume do Cilindro(V,) — Volume dos cones(V.,)
Vo) = () = (Vo) (D

Como dito anteriormente o volume do cilindro € dado pela seguinte expressao:

R
chnf R? dx
-R

E o volume dos dois cones serd dado analogamente ao feito com o volume do cilindro,

R . - ~ ~
[ 2Lg (x)]? dx. Neste sentido para a construcdo dos cones faremos uma rotacdo da fungio

f(x) = |x| em torno do eixo x que resulta:
R

Volume dos cones = nf [g(x)]? dx
-R

R
Vo =1 | Il dx
-R
Ressaltamos que a funcdo |x|? e (x)?, possuem uma construcdo equivalente, que em
nosso trabalho ndo despertard grandes andlises e assim trabalharemos com a seguinte
equivaléncia: |x|? = (x)?. Assim:
R
Vo = | () dx
-R

Retomemos em (I):

(V%) = (Vo) = (Veo)

R R
Vsznf dex—nf (x)? dx
-R

-R

_x3_R
V. =mn[R?*x|%; — 1 3

L2 1R

3%
V. =mn[R?*x|%; — 1 3

L2 1R
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R3 _R3
VSZTE[RZR—RZ(—R)]—T[——( )l
3 3
R3® R3
VS=7T[R3+R3]—T[ ?-}'?
s 2nR3
V. = 2nR> —
V_4TI.'R3
)

Encontramos até aqui o volume do solido S, que foi construido como a diferenca de um
cilindro (de base raio R e altura 2R) e dois cones (cada um com altura R e raio de base igual a
R). Queremos demonstrar que este sélido S possui 0 mesmo volume que uma esfera de raio R
e assim definir a equacio do volumes de uma esfera em funcao de seu raio R . Passaremos
entdo para a construcao da esfera de raio R, utilizando os conceitos do Calculo Diferencial e
Integral.

Dada a seguinte funcdo h(x) = v R? — x?, definida abaixo no intervalo —R < x < R,
que corresponde a um semicirculo de raio R conforme a figura abaixo:

by

o

N

/ )
4 "‘\
/ %,

L
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Para esta demonstragdo, usaremos o Principio de Cavalieri*: “Consideremos dois
solidos A e B no plano cartesiano, ambos com a mesma altura, em um ponto P qualquer no
eixo x, coincidente nos dois solidos, seccionamos estes solidos por um plano «, se drea
formada pela intercessdo do plano com os solidos forem iguais, entdo o volume dos dois
solidos serdo iguais”. A seguir teremos o cilindro anterior de altura 2R, e raio da base € igual
a R e uma esfera com a mesma altura e raio igual a R. Ou seja temos aqui dois s6lidos de
mesma altura e que iremos secciona-los por um plano a. Este plano serd paralelo ao eixo y e
perpendicular ao eixo x, a base do cilindro e passara por um ponto p qualquer. Na esfera, este
plano a a seccionard passando também pelo ponto P e serd perpendicular ao eixo x.

24

Queremos provar que a drea seccionada na esfera € equivalente a drea do solido S.
Logo:

Area solido S (Ag) = Area do cilindro (A.) — area seccionada no cone (4.,)
A érea do cilindro € um circulo de raio R, logo sua érea é:
A, = TR?

A drea do cone € um circulo de raio g(p), logo sua drea é:

Ao = [g(P)]?

Acone = m|pl?

Acone = m(p)*
Logo a area do sélido S fica definida da seguinte maneira:

Asolidgo s = TR* — m(p)®
Asotigo s = T(R? — p?) D

A drea que o plano a secciona na esfera (Ag) € um circulo de raio h(p), logo:

Ag = m[h(P)]®

AE:”[\/T_PZ]Z

* Bonaventura Cavalieri (1598 —1647) foi um sacerdote jesuita e matemdtico italiano, discipulo de
Galileu. A partir de suas consideracdes ele desenvolveu um método que foi utilizado durante
cinqlienta anos e que foi substituido pelo Célculo Integral. A teoria de Cavalieri permitiu-lhe
determinar rapidamente areas e volumes de figuras geométricas.

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 201 1.
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Ap =m(R? —p?) (1)
Comparando (I) e (II) demonstramos que area do solido S é equivalente a drea da esfera
S, logo pelo Principio de Cavalieri, o solido S e a esfera E possuem o mesmo volume, logo o
volume da esfera € dado por:
4AmR?
3

Volume da esfera =

Relacoes entre o Teorema de Arquimedes e o Calculo a partir do estudo da esfera
Outra demonstraciao do volume da esfera é dada pelo seguinte teorema:

“Toda esfera é igual a quatro vezes o cone que tem base igual ao circulo mdximo da
esfera e altura igual ao raio da esfera”

O teorema acima € atribuido a Arquimedes e a partir do Célculo Diferencial e Integral
faremos construcdes dos solidos: esfera e cone; que demonstrardo a validade de seu teorema
e que também mostrard as relacdes deste com a demonstragao feita pelo Principio de
Cavalieri. Iniciaremos com a construcao da esfera e o célculo generalizado de seu volume.

Dada a seguinte funcdo f(x) = v R* — x?, definida abaixo no intervalo —R < x < R,
que corresponde a um semicirculo de raio R conforme a figura abaixo:

Faremos uma rotag@o em torno do eixo x que resulta em uma esfera de raio R.

-
g

-
o
s a5 O
R
ISR B
" 5 2 2
S e

£ o,
R T
e

[

,
g

Para o célculo do volume desta esfera utilizaremos a seguinte propriedade: no Célculo
Diferencial e Integral dado uma f continua em [a, b], seja S o solido obtido pela rotagdo em
torno do eixo x, limitado pelas retas x = a e x = b. O volume deste s6lido serd

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 201 1.
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Volumede S =m f: [f(x)]? dx. O volume da esfera entdo ficard determinado da seguinte
maneira:

Vg = nf; [\/Rz - lez dx

R
Vg =7rf R* — x2dx
R

R

2 x3
3 -R
—R)3
VE=n[RR2—u]
3
3 R3
VE=7T R +?
y _ 4nR®
E— 3

Encontramos até aqui o volume da esfera. Passaremos entdo ao Cédlculo do Volume do
Cone com base igual ao circulo maximo da esfera e altura igual ao raio da esfera, conforme o
Teorema de Arquimedes. Nosso objetivo € mostrar que o volume da esfera é quatro vezes o
volume deste cone, utilizando o Célculo Diferencial e Integral. Para a constru¢do de um cone
em um plano cartesiano a partir da rotacdo em torno do eixo y, utilizaremos os seguintes
conceitos de Calculo Diferencial e Integral: dada uma funcdo f(x) > 0, continua no intervalo
[a, b], com a > 0. Obteremos o volume desta fun¢do tomando o intervaloa < x < be
0 <y < f(x). O volume obtido pela rotacdo desta fungdo em torno do eixo y é dado pela

seguinte formula’: V = 27 f: xf (x)dx.

Na figura a seguir mostraremos a construcao do cone no circulo maximo — que
corresponde ao centro do eixo cartesiano o eixo x de medida R — da esfera anterior.
Suponhamos a seguinte fungdo f(x) = —x + R, e em seguida aplicaremos uma rotacao em
torno do eixo y.

> Nosso objetivo é construir o sélido e calcular seus volumes a partir das ferramentas do Célculo
Diferencial e Integral a demonstra¢do completa desta propriedade pode ser encontrada em Guidorizzi
(2001, p. 406).

XIII CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 201 1.
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O volume do cone serd dado pela seguinte formula: V¢ = 2n f: xf (x)dx , onde
f(x) = —x + R, logo:

b
Ve = an xf (x)dx

a

R
Ve = an x(—x + R)dx
-R

R
Ve = an —x? + xrdx

-R
x3 xR
Ve = 21 [__+ X
3 2 R
[—2R3 + 3(—R)?R]
Ve =2n
L 6 .
[—2R3 + 3(—R)?R]
Ve =2m
L 6 .
[—2R3 + 3(—R)?R]
Ve =2m

i 6
R3

Ve =2 |—
¢ nM

R3
Volume do cone = N

Pelo teorema: “Toda esfera é igual a quatro vezes o cone que tem base igual ao circulo
mdximo da esfera e altura igual ao raio da esfera”. E comparando o volume da esfera
definido anteriormente temos que:

Volume da esfera = 4 .Volume do cone

R3
Volume da esfera = 4 3

Conclusao

Este trabalho buscou mostrar uma analise pela via histérica interna da matematica, ou
seja, ndo consideramos contextos sociais ou biografias. Apresentamos o conceito como algo
que aparece em alguns momentos da histéria e que € em determinado momento formalizado
para esta ciéncia e também de forma didatica, ou seja, este desenvolvimento ndo ocorre de
forma seqiienciada e sim a sequencia hoje vista na matemaética foi produzida ao longo do seu
desenvolvimento, porém, a posteriori da génese de determinados conteidos, sendo que
muitos deles € praticamente impossivel saber onde e como nasceram. Acreditamos que deve
haver uma variedade de situagdes histdricas que demonstram a apresentacao de determinado
conceito, objeto ou contetido, o que também ndo deixa de ser uma visdo que s6 temos devido
aos conhecimentos que ja possuimos.

11
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Nossa proposta ndo busca somente uma visdo mais ampla da histdria, tanto que
entendemos que estamos usando somente exemplos, neste caso o exemplo da esfera a partir
de dois estudos realizados na histéria (Cavalieri e Arquimedes), aplicados no Célculo
Diferencial e Integral.

Consideramos que um entendimento de Calculo Diferencial e Integral para
compreender matematicamente a esfera ajuda a obter uma compreensio de uma forma mais
ampla e a partir dos estudos sobre ela, se tem uma possibilidade de acesso as no¢des de
célculo infinitesimal, como demonstramos a partir dos estudos de Arquimedes e do Principio
de Cavalieri. Nao incorremos no risco de dizer que eles iniciaram os estudos sobre estes tipos
de cdlculo, mas sua forma diferenciada colaborou neste sentido, até por que acreditamos que
as nogoes de Célculo Diferencial e Integral estdo presentes por toda a historia, s6
necessitamos buscar, para assim ampliarmos o entendimento sobre este assunto e desta forma
colaborar no ensino desta assunto.
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