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Resumo

Esta oficina tem como objetivo apresentar uma sequéncia de ensino para abordar
conceitos geométricos e probabilisticos utilizando o geoplano. No desenvolvimento
das atividades ¢ utilizado o conceito de probabilidade geométrica para evidenciar a
relagdo da probabilidade com a geometria, no caso o calculo de area, por meio de
figuras planas convexas e concavas. Com esta sequéncia de ensino podem ser
explorados diversos conceitos probabilisticos, tais como, eventos simples e
compostos, probabilidade condicional e independéncia de eventos.

Palavras chave: Probabilidade geométrica, Geoplano, Ensino de Probabilidade,
Sequéncia de Ensino, Ensino Médio.

Introducio

Atualmente a Probabilidade e a Estatistica estdo cada vez mais presentes no nosso
cotidiano, mesmo que ndo nos demos conta; afinal, a maioria das informagdes sociais,
econdmicas, politicas que sao repassadas na midia contém algum tipo de informacao. Dessa
forma, esses topicos tornam-se assim indispensaveis no dia a dia do cidaddo, por conseguinte, na
escola, o professor de Matematica passa a ter compromisso além de ensinar o dominio com os
nimeros, mas também os conceitos estatisticos basicos que possibilitem aos alunos organizar,
tratar, ler e interpretar criticamente os dados, bem como os conceitos probabilisticos para
calcular e interpretar previsoes.
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Tratando mais especificamente da Probabilidade, segundo os Pardmetros Curriculares
Nacionais um dos objetivos do seu ensino ¢ fazer com que o aluno,

“...compreenda que muitos dos acontecimentos do cotidiano sdo de natureza aleatoria e que
se podem identificar possiveis resultados desses acontecimentos e até estimar o grau da
possibilidade acerca do resultado de um deles.”. (Brasil, 1998, p. 52).

Muitos autores de livros didaticos apresentam como forma de introduzir este contetido
utilizando exemplos de jogos de azar, ¢ apenas o conceito da probabilidade classica ou ainda a
axiomatica. Apesar de considerarmos uma forma atrativa de motivar o ensino deste topico,
existem outros conceitos de probabilidade que podem e devem ser abordados também, como o
frequentista, o subjetivo e o geométrico. De fato, no estudo de livros didaticos brasileiros
destinados ao Fundamental II, Coutinho (2004) verificou nao existir sugestdes para o trabalho
com enfoque experimental, que possam auxiliar no desenvolvimento do ponto de vista
frequentista do conceito de probabilidade, nem tampouco se encontra referéncias ao conceito de
probabilidade geométrica.

Oliveira (2006) pesquisou dez livros didaticos adotados ou indicados por boa parte dos
professores de Matematica no ensino médio. Nessa avaliag@o foi verificado que os simbolos e as
férmulas empregados nos contetdos relacionados com Probabilidade sdao variados e, muitas
vezes, complexos para os alunos do ensino médio, uma vez que nao apresentam uniformidade e
podem ainda ser complicados pelos contextos utilizados, j& que os exemplos apresentados nao
sdo significativos e poucos mostram sua importancia em relagao a interdisciplinaridade.

Refletindo sobre esses aspectos do ensino de Probabilidade, consideramos importante a
proposicio de sequéncias de ensino' que possam, por exemplo, abordar os conceitos de
probabilidades frequentista e geométrica, associadas a outros contetidos matematicos, bem como
com outras disciplinas. Além disso, para Vygotsky (1998), a aprendizagem ¢ um fendmeno que
ocorre nas interagdes sociais, no entanto propor atividades que desenvolvam a capacidade dos
alunos de interpretar e resolver situagdes problemas vai ao encontro do que ele chamou de zona
de desenvolvimento proximal:

“ ¢ a distancia entre o nivel de desenvolvimento real que se costuma determinar através da
solucdo independente de problemas e o nivel potencial, determinado através da solugéo de
problemas, e o nivel de desenvolvimento potencial, determinado através da solugdo de
problemas sob a orientagdo de um adulto ou em colaboragdo com companheiros mais
capazes” (VYGOTSKY, 1998, p. 113)

Diante desse contexto, o objetivo desta oficina € apresentar uma sequéncia de ensino para
abordar conceitos geométricos e probabilisticos com a utilizagdo do geoplano. No
desenvolvimento das atividades sera utilizado o conceito de probabilidade geométrica para
evidenciar a relagdo da probabilidade com a geometria, no caso o célculo de area, por meio de
figuras planas convexas e concavas.

Geoplano e Probabilidade Geométrica

O geoplano foi utilizado por Caleb Gattegno em 1961, com sendo mais um recurso
didatico para se trabalhar com conceitos geométricos em sala de aula.

' De acordo com Cazorla e Santana (2010) uma sequéncia de ensino (SE) ¢ “caracterizada pelo tipo de
atividade em que o professor conduz todas as etapas proposta em conjunto com os alunos”.
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Leivas (2010) descrevem os geoplanos como sendo tabuleiros de varias formas, sejam
quadrados, retangulares ou circulares que levam pregos em determinada distribui¢cdo para que se
possam prender as ligas (elasticos), podendo ser confeccionados em madeira natural ou pintados
(figura 1). A palavra geoplano vem do inglés “geoboards” ou do francés “geoplans” aonde “geo”
vem de geometria e plano, tdbua ou tabuleiro ou superficie plana dando a origem da palavra.

Figura 1. Modelo de um geoplano

Com o geoplano ¢ possivel trabalhar com a probabilidade geométrica, ja que de acordo
com Tunala (1995) esta ¢ a concepcao de probabilidade, em que os espagos amostrais sao
descritos por figuras geométricas, sendo nao-enumeraveis, podendo ser finitos, como no caso da
regido delimitada por um quadrado ou um cubo; ou infinitos como a regido delimitada por duas
retas. Como exemplo, se X e Y sdo pontos de um segmento de reta de extremos A e B (Figura 2),
a probabilidade de selecionar um ponto do segmento AB e que pertenca ao segmento XY, ¢ dada
pela razdo entre os comprimentos, ou seja, € proporcional ao comprimento de XY e ndo depende
comprimento de XY

comprimento de AB

da posicao dos pontos X e Y sobre AB: P =

A X Y B
Figura 2. Pontos de um segmento de reta AB

O geoplano pode ser representado através de uma malha geométrica (figura 3). Nesta
situacdo, a distancia entre os pontos corresponde ¢ de 1 unidade de medida (u.m.), cada geoplano
¢ composto por 5 pontos na horizontal 5 na vertical. Construa uma figura geométrica e calcule a
probabilidade de um objeto estar dentro da figura?

Para construir uma figura geométrica qualquer, ligue os pontos até¢ formar uma figura
geométrica plana e fechada e pinte a regido interna, como nos exemplos a seguir da figura 3,
neste caso a construcdo ¢ de um triangulo (a) e de um quadrilatero (b), lembrando que foi
construido dois geoplanos:

X1l CIAEM - IACME, Recife, Brasil, 2011.
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. = ‘ .

Figura 3 — Malha geométrica

Para se determinar a 4rea total, conte quantas unidades que tem na horizontal e na vertical, nesta
situacao temos 5 pontos, logo temos 4 unidades entre eles e fazer o produto deles, isto envolve
toda a area entdo ai teremos o espaco amostral:

A=4*4=16um?
Ou ainda, cada quadrado pequeno tem 1 u.m? tem-se neste geoplano 16 u.m.

Enquanto, na area pintada da figura 3 (a) temos um tridngulo, uma das formas ¢ verificar
quantos sdo quadrados de 1 u.m?. sdo formados, neste caso sdo formados 4 quadrados, isto ¢, 4
u.m?.

No caso da figura 3 (b), temos um quadrilatero, especificamente um trapézio, neste caso,
pode-se verificar a quantidade de quadrados de 1 u.m?. sdo formados, totalizando 6 u.m?.

Para o calculo da probabilidade das areas pintadas, poderiamos colocar como eventos
serdo de :

P(@) = n@) = P(a)= 4 = P(a) = l, isto €, a probabilidade de estar dentro da area
n(A) 16 4
pintada € 1 em 4.
n(b) 6 3., . .
P(b) = ﬁ = P(b) = 6 = P(b) = g’ isto ¢é, a probabilidade de estar dentro da area

pintada ¢ de 3 em 8.

Vale salientar que na proposta curricular do Estado de Sao Paulo (Sdo Paulo, 2009), ha
recomendacao para a abordagem da Probabilidade Geométrica, apresenta a situagdo de
aprendizagem que explora a probabilidade em conexdo com a geometria no Caderno 4 do 8*
série (9° ano) do ensino fundamental, desenvolvendo duas situagdes com “O 7 e a agulha de
Buffon”, que trata da razao entre eventos. Este tipo de estudo ndo tinha aplicagdes praticas, s6
veio a ser desenvolvido depois no inicio do século XIX juntamente com os fendomenos
eletromagnéticos, no caso o aparelho de tomografia computadorizada.

Apresentacio da Sequéncia de Ensino

Essa sequéncia de ensino (SE) foi adaptada da proposta apresentada por Silva, Campos e
Itacarambi (2008), sendo que foram acrescentadas mais trés atividades para a exploracdo dos
conceitos de evento certo e de probabilidade condicional. Tem como objetivos:

e explorar os conceitos de figuras geométricas planas convexas e concavas e suas respectivas
areas;

X1l CIAEM - IACME, Recife, Brasil, 2011.
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¢ trabalhar diversos conceitos probabilisticos, como, por exemplo, eventos simples e
compostos, probabilidade condicional, independéncia de eventos;
¢ utilizar as representagdes simbolicas da probabilidade.

A SE pode ser desenvolvida em sala de aula num tempo estimado de 2 horas/aula, sendo
que o geoplano pode ser construido na disciplina de Artes, trabalhando as diversas formas
geométricas planas.

Os materiais necessarios sao: geoplano com medida de 1 u.m., elésticos coloridos, régua,
lapis de cor e malha pontilhada. O geoplano construido com 25 pregos espaco suficiente para
trabalhar com ligas elasticas coloridas, com espago entre ele conforme pode ser observado na
figura 4. O Professor pode utilizar um geoplano maior para uma melhor visualiza¢ao do aluno.

Figura 4. Exemplos de Geoplano

Para o desenvolvimento dessa SE ¢ interessante dividi-la em 10 atividades, em que para
cada etapa sdo apresentados os objetivos e exemplos de questdes para explorar os conceitos
probabilisticos envolvidos.

Atividades

Atividade 01.

Nesta atividade o professor deve propor ao aluno construir diversos modelos de figuras
geométricas no geoplano, os quais deverdo determinar as suas areas antes de desmontar (Figura
5). Tem como objetivo: conceituar poligono e sua area e a probabilidade geométrica.

Construa no geoplano um poligono qualquer com um elastico e, em seguida, desenhe-o na malha
pontilhada e pinte a regido interna da figura. Agora, considere um paraquedista descendo de uma
forma aleatoria em um campo, como o representado no geoplano, e tente responder as seguintes
questoes.

Qual ¢ a probabilidade do paraquedista pousar na regiao pintada?

Qual ¢ a probabilidade do paraquedista pousar fora da regido pintada?

Consideracdes no caso do paraquedista:

a) cair com um p¢é dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

c) sempre levard em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura 5. Descrigao da atividade 1

X1l CIAEM - IACME, Recife, Brasil, 2011.
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Atividade 02.

Objetivos: 1) Conceituar poligonos desconexos. 2) Conceituar conjuntos disjuntos. 3)
Conceituar eventos mutuamente excludentes. 4) Conceituar evento impossivel. 5) Explorar
a Representacdao Simbolica: P(ANB).

Construa no geoplano dois poligonos desconexos, ou seja, separados (ndo ha intersec¢do entre
suas areas). Em seguida, desenhe na malha pontilhada e pinte as regides internas das figuras.
Chame a primeira regido de A e a segunda de B. Agora, considere um paraquedista descendo de
uma forma aleatéria em um campo, como o representado no geoplano, e tente responder as
seguintes questoes:

1) Qual ¢ a probabilidade do paraquedista pousar nas regides A e B?

2) Explique como vocé chegou a essa resposta.

3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?

Consideragdes no caso do paraquedista:

a) cair com um pé dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

¢) ¢) sempre levara em conta regiao onde ele pisar primeiro.

Figura 6. Descrigao da atividade 2

Atividade 03.
Objetivos: 1) Conceituar evento certo. 2) Explorar a Representacdo Simbolica: P(AUB).

Construa no geoplano dois poligonos de modo que nao tenham areas comuns e a soma de
suas areas sejam igual a area total do geoplano. Em seguida, desenhe na malha pontilhada e pinte
as regioes internas das figuras. Chame a primeira regido de A e a segunda de B. Agora, considere
um paraquedista descendo de uma forma aleatéria em um campo, como o representado no
geoplano, e tente responder as seguintes questoes:

1) Qual ¢ a probabilidade do paraquedista pousar nas regides A ou B?
2) Explique como vocé chegou a essa resposta.
3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?
Considerag¢des no caso do paraquedista:
a) cair com um p¢ dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

¢) ¢) sempre levara em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura7. Descrigdo da atividade 3

X1l CIAEM - IACME, Recife, Brasil, 2011.
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Atividade 04.

Objetivos: 1) Resgatar os valores das probabilidades da atividade 2 e 3. 2) Calcular a
probabilidade da interse¢do. 3) Mostrar que a probabilidade ¢ um nimero que pertence ao
intervalo [0;1]. 4) Explorar a Representacdo Simbolica: P(ANB).

Construa no geoplano dois poligonos de modo que haja interse¢ao entre eles. Em seguida,
desenhe na malha pontilhada e pinte as regides internas das figuras. Chame a primeira regido de
A e a segunda de B. Agora, considere um paraquedista descendo de uma forma aleatéria em um
campo, como o representado no geoplano, e tente responder as seguintes questoes:

1) Qual e a probabilidade do paraquedista pousar nas duas regides?
2) Explique como vocé chegou a essa resposta.
3) Quais os valores das probabilidades das atividades 2 e 3?
3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?
Consideragdes no caso do paraquedista:
a) cair com um pé dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

c) sempre levara em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura 8. Descricao da atividade 4
Atividade 05.

Objetivos: 1) Calcular a probabilidade da interse¢dao, quando um conjunto estd contido
no outro. 2) Explorar a Representacdo Simbdlica: P(ANB)=P(B).

Construa no geoplano dois poligonos de modo que um esteja contido no outro. Em
seguida, desenhe na malha pontilhada e pinte as regides internas das figuras. Chame a primeira
regido de A (4rea maior) e a segunda de B (4rea menor). Agora, considere um paraquedista
descendo de uma forma aleatoria em um campo, como o representado no geoplano, e tente
responder as seguintes questoes:

1) Qual e a probabilidade do paraquedista pousar nas duas regidoes?
2) Explique como vocé chegou a essa resposta.
3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?
Consideracdes no caso do paraquedista:
a) cair com um pé dentro e outro fora da 4rea, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serao considerados que ele
atingiu a area interna.

¢) sempre levard em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura 9. Descri¢ao da atividade 5

X1l CIAEM - IACME, Recife, Brasil, 2011.




Uma Sequéncia de Ensino Probabilidade Geomeétrica com o uso do Geoplano 8

Atividade 06.

Objetivos: 1) Calcular a probabilidade da unido, quando nao ha intersecao. 2) Conceituar
eventos mutuamente excludentes. 3) Explorar a Representacao Simbdlica: P(AUB)=P(A)+P(B).

Construa no geoplano dois poligonos desconexos. Em seguida, desenhe na malha
pontilhada e pinte as regides internas das figuras. Chame a primeira regido de A e a segunda de
B. Agora, considere um paraquedista descendo de uma forma aleatéria em um campo, como o
representado no geoplano, e tente responder as seguintes questdes:

1) Qual e a probabilidade do paraquedista pousar na regido A ou na regido B?
2) Explique como vocé chegou a essa resposta.
3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?
Consideragdes no caso do paraquedista:
a) cair com um pé dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

c¢) sempre levara em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura 10. Descrigdo da atividade 6

Atividade 07.

Objetivos: 1) Calcular a probabilidade da unido quando ha intersecao. 2) Explorar a
Representagdao Simbolica: P(AUB)=P(A)+P(B) - P(ANB).

Construa no geoplano dois poligonos de modo que haja interse¢do entre eles. Em seguida,
desenhe na malha pontilhada e pinte as regides internas das figuras. Chame a primeira regido de
A e a segunda de B. Agora, considere um paraquedista descendo de uma forma aleatoéria em um
campo, como o representado no geoplano, e tente responder as seguintes questdes:

1) Qual e a probabilidade do paraquedista pousar em uma regiao ou na outra?
2) Explique como vocé chegou a essa resposta.
3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?
Consideracdes no caso do paraquedista:
a) cair com um pé dentro e outro fora da 4rea, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

c) sempre levard em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figurall. Descrigdo da atividade 7

X1l CIAEM - IACME, Recife, Brasil, 2011.




Uma Sequéncia de Ensino Probabilidade Geomeétrica com o uso do Geoplano 9

Atividade 08.

Objetivos: 1) Calculo da probabilidade condicional. 2) Explorar a Representacao
Simbolica: P(B|A) e mostrar que ANB=B.

Construa no geoplano dois poligonos de modo que um esteja contido no outro (B esta
contido em A). Em seguida, desenhe-os na malha pontilhada e pinte as regides internas das
figuras. Chame a primeira regido de A (area maior) e a segunda de B (area menor). Suponha
agora que o paraquedista des¢a em dire¢ao ao plano e perceba que ird pousar dentro da regido A.
Dada esta informacao, tente responder as seguintes questoes:

1) Qual e a probabilidade do paraquedista pousar dentro da regido B?

2) Explique como vocé chegou a essa resposta.

3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?

Consideragdes no caso do paraquedista:

a) cair com um p¢é dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

c¢) sempre levard em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura 12. Descrigao da atividade 8
Atividade 09.

Objetivos: 1) Calculo da probabilidade condicional de um evento. 2) Explorar a
Representagdao Simbolica: P(A|B), mostrar que ANB=A e diferenciar P(B|A) de P(A|B).

Construa no geoplano dois poligonos de modo que um esteja contido no outro (A esta
contido em B). Em seguida, desenhe-os na malha pontilhada e pinte as regides internas das
figuras. Chame a primeira regido de A (area menor) e a segunda de B (area maior). Suponha
agora que o paraquedista des¢a em dire¢do ao plano e perceba que ira pousar dentro da regido A.
Dada esta informagao, tente responder as seguintes questoes:

1) Qual ¢ a probabilidade do paraquedista pousar dentro da regiao B?
2) Explique como vocé chegou a essa resposta.
3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?
Considerag¢des no caso do paraquedista:
a) cair com um p¢ dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

c¢) sempre levard em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura 13. Descri¢do da atividade 9
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Atividade 10.

Objetivos: 1) Calculo da probabilidade condicional de um evento (situacao em que os
eventos sdo mutuamente excludentes). 2) Explorar a Representagdao Simbolica: P(A|B)
generalizando a formula.

Construa no geoplano dois poligonos A ¢ B, de modo que ndo exista intersec¢ao entre A
e B. Suponha agora que o paraquedista des¢a em dire¢do ao plano e perceba que ira pousar
dentro da regido B. Dada esta informagao, tente responder as seguintes questdes:

1) Qual e a probabilidade do paraquedista pousar dentro da regido A?
2) Explique como vocé chegou a resposta.
3) E possivel representar a sua resposta simbolicamente? Como?
Consideragdes no caso do paraquedista:
a) cair com um pé dentro e outro fora da area, vamos considerar que ele atingiu a area interna.

b) se cair com um sobre a linha da area e outro interno ou externo serdo considerados que ele
atingiu a area interna.

¢) sempre levara em conta regido onde ele pisar primeiro.

Figura 14. Descrigao da atividade 10
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