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Resumo
Os atuais curriculos de Matematica inseriram os estudos de Anélise Combinatdria
e Probabilidade no Ensino Fundamental. Tais contetdos, tradicionalmente, fazem
parte do Ensino Médio. Assim, essa inser¢cdo tem gerado duvidas e incertezas em
professores e formadores de professores sobre as possiveis abordagens a ser
dadas a esses contetidos matematicos. O que abordar? De que forma? Como o
aluno desse nivel de ensino desenvolve tais pensamentos? Nesse sentido, esta
oficina tem por objetivo promover com professores em formacdo e em exercicio a
realizacdo de atividades envolvendo o ensino de Analise Combinatoria e de
Probabilidade nas aulas de Matemaética. As discussdes serdo enriquecidas com
analises e reflexdes sobre experiéncias das professoras responsaveis pela oficina,
em suas salas de aula, destacando praticas de ensino voltadas ao desenvolvimento
do pensamento combinatério e probabilistico dos alunos do Ensino Fundamental.

Palavras-chave: Combinatoria; Probabilidade; Resolugéo de Problemas; Educacéo
Estatistica, Praticas de Ensino.

Introducéo

O ensino da probabilidade e da estatistica na Educagdo Infantil e nas séries iniciais do
Ensino Fundamental tem sido tema de pesquisas e discussdes, principalmente nos encontros e
congressos relacionados a Educacdo Matemética, ganhando grande relevancia na ultima
década. O tema em nosso pais é sugerido nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) e no
curriculo da maioria dos estados e das escolas; em algumas delas, desde a Educacéo Infantil.

Segundo Carvalho (2004) os PCNs sugerem que logo nas séries iniciais sejam
desenvolvidas atividades relacionadas a assuntos do cotidiano dos alunos, sempre partindo de
situacOes-problema em que possam desenvolver um estudo investigativo, proporcionando ao
aluno por meio das situagdes-problema a oportunidade de elaborar; suas préprias hipdteses,
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estabelecer relagdes, que possa observar para fazer previsoes e que sejam desenvolvidas
algumas nocdes de probabilidade e estatistica.

Apesar disso, os dados do Indicador Nacional de Analfabetismo Funcional (INAF)
apontam um alto indice de desconhecimento e/ou dificuldade da populagéo sobre o assunto
(FONSECA, 2004).

No trabalho pedagdgico com os alunos da educagdo basica, € comum observarmos que
eles apresentam muito mais dificuldades em aplicar nogdes probabilisticas do que outros
conceitos matematicos. Saenz (1999) justifica tal situacdo pela dificuldade em pensar no
enfoque de quantificar o azar, situagdo ndo presente em geometria, por exemplo. Para o autor,
a concepcéo de probabilidade ndo é natural nem intuitiva; € fruto de reflexdo e prolongado
contraste com a realidade. Dessa forma, a compreensdo dos principios probabilisticos é
importante, ja que as primeiras nogdes sobre o assunto podem levar ao erro. Sobre o
pensamento probabilistico, Santos (2010) afirma que:

[...] o pensamento probabilistico dos adolescentes depende, e muito, das acdes
didaticas que necessitam ser realizadas com os alunos, nas escolas, uma vez
que pouca ou nenhuma experiéncia probabilistica & experienciada e/ou
observada por eles, sem que haja uma intervencdo. (Santos, 2010, p.11)

Atentos a isso, pesquisadores buscam solugdes para minimizar o problema, pois
acreditam que o ensino da estatistica e da probabilidade seja de suma importancia para a
sociedade atual, j& que suas implicacOes se refletem diretamente na interpretagdo das
informagdes, nas tomadas de decisdes profissionais e pessoais, nas questdes éticas, na postura
critica diante das situacGes do dia a dia. Diante desse quadro, é necessario que os alunos
sejam capazes de ler e compreender dados e saibam contextualiza-los, analisa-los e utiliza-los
como auxilio na compreenséo do mundo, na vida profissional e na funcéo do cidad&o.

Shaughnessy (1992) defende a ideia de um ensino frequente e de forma significativa,
em que as situagdes apresentadas aos alunos sejam de seu interesse. De modo semelhante,
Lopes (2008), sugere que tal processo de ensino e aprendizagem deva ser baseado em
resolucdes de problemas ao afirma que:

[...] a resoluc@o de problemas é mais do que um veiculo para o ensino de
Matematica, ela possibilita reforgar conhecimentos e ajuda a superar 0s
desafios cotidianos. Auxilia o desenvolvimento de varias habilidades,
especialmente o raciocinio légico, auxiliando as pessoas a serem capazes
de tomar decisdes. (Lopes, 2008, p. 79)

Na concepcéo de outros autores como Mason (1998), Schoenfeld(1998), Lester (1994)
e Van de Walle (2009) que também trabalham com a perspectiva de resolucéo de problemas e
investigacBes matematicas, propostas de aprendizagem baseada em tais perspectivas
proporcionam situacdes de conhecimento amplo, pois os alunos agem como protagonistas e
estabelecem relac@es significativas com a matematica. Além disso, as questdes relacionadas a
valores sdo marcantes nesse tipo de aula, em que os diferentes pontos de vista entre os alunos
e entre 0S grupos séo aspectos positivos e fundamentais para o trabalho investigativo.

Entendemos problema como uma situacéo incerta, em que ha o desejo de solucionar
uma questdo, mas ndo se sabe de antem&o como; pode ser resolvida de diversas maneiras e,
até mesmo, pode ndo ter resposta ou ter varias. Dessa forma, admitimos a resolucéo de
problemas como uma situagéo desencadeadora do processo de aprendizagem em que o aluno,
visando resolver o problema enfrentado, esta inserido em um movimento de pensamento,
apropriacdo de linguagem e elaboragéo de conceitos.

X1l CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.



O desenvolvimento do pensamento probabilistico e combinatério no contexto de 3

sala de aula

Compreendemos, a partir dos estudos sobre as pesquisas desenvolvidas sobre o assunto,
que o pensamento probabilistico dos adolescentes depende das acdes didaticas que necessitam
ser realizadas com os alunos, nas escolas, uma vez que pouca ou nenhuma experiéncia
probabilistica é experienciada e/ou observada por eles.

Diferentes concepcdes sobre probabilisticas s@o apresentadas por autores como
Shaughnessy (1992); Godino, Cafiizares, Batanero (1996) e Fernandes (1999). Godino,
Batanero e Cafiizares (1996) distinguem os conceitos de probabilidade em quatro grupos:
cléssico, frequentista ou empirico, subjetivista e conceito axiomatico ou formal.

A concepgéo classica do célculo de probabilidade apresentada por Laplace, em sua
obra Théorie analytique des probabilités, publicada em 1812, é considerada como o primeiro
ensaio de se definir o rigor matematico da nogdo de probabilidade. Nesse caso a
probabilidade é definida pela razdo entre nimeros de casos favoraveis em relacdo ao nimero
total de casos possiveis, desde que esteja explicito que todos os resultados sdo igualmente
provaveis (GODINO, BATANERO, CANIZARES, 1996). Nos jogos de azar baseados em
moedas, em dados (ndo viciados) e em extracdo de bolas em urnas, é possivel enquadrar esta
perspectiva teorica, por tratar-se de fendmenos cujas variaveis sdo discretas, e supde-se que
seja possivel selecionar, como espaco amostral, um conjunto de sucessos elementares que
garantam a equiprobabilidade.

Ha concepgdes equivocadas relacionadas aos jogos de sorte e azar, cujos resultados
apresentam simetria, e ndo existem raz0es para acreditar que um resultado tenha mais
vantagem que o outro. Entretanto, em alguns jogos, por exemplo, a condi¢do para uma
crianca iniciar a jogada € de que se obtenha o nimero 6 na face superior de um dado, remete-
a a uma falsa concepcéo, pois muitas criangas acreditam que esse nimero é o mais dificil de
sair, dai a compreensdo de que 0 jogo ja se inicia de maneira injusta. Nos jogos da megassena
também é possivel perceber essa falsa concepcéo, pois um jogador que tem em um cartéo seis
nameros alternados (ndo consecutivos) acredita que a probabilidade de ele ser o ganhador é
maior do que outro que tenha um cartdo com seis nimeros consecutivos.

Para Hawkins e Kapadia (apud FERNANDES, 1999, p. 51), situagdes como essas
dificilmente serédo compreendidas como situagdes em que exista simetria entre os resultados,
e ha dificuldade em utilizar a concepgéo classica de probabilidade como uma razéo que
envolve um conjunto equiprovavel. Assim, a concepcao frequentista ou subjetivista passa a
ser importante, uma vez que possibilita experienciar situacdes e estabelecer resultados.

A principal caracteristica do conceito frequentista ou empirico é que a probabilidade
de um acontecimento emerge do processo de uma experimentagéo. Vivenciamos esse
processo quando compramos um veiculo e pagamos o seguro contra furtos, observa-se que o
valor a ser pago varia de acordo com o indice de roubo da regido em que o proprietério reside
e também com a marca, ou modelo, do veiculo. Para fazer o calculo do valor do seguro dos
veiculos as seguradoras realizam uma pesquisa estatistica sobre o indice de furto dos
mesmos, e por meio desses dados calculam a probabilidade de o proprietario do automével
“X” ter seu carro furtado, ou seja, a razdo entre 0 nimero de possibilidades favoraveis,
automaveis “x” furtados, e o nimero total de possibilidades, automoveis “x” em circulacao.

Dessa forma, as probabilidades séo baseadas em resultados de experiéncias realizadas,
0 que € denominado “probabilidade a posteriori”, uma vez que é calculado depois de 0s
experimentos terem sido realizados. Nessa perspectiva, eventos individuais sdo inseridos no
coletivo, ou seja, eventos semelhantes sdo inseridos em um mesmo contexto, assumindo essas
propriedades individuais. Godino, Batanero e Cafizares (1996) exploraram tal teoria, ao
simular o experimento aleatorio de langamento de moedas com o auxilio de um computador.
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Numa sequéncia de 14 mil repeti¢des, observaram que a frequéncia de caras era muito
préxima da probabilidade teorica, Y.

Esse experimento exemplifica que, quanto maior o nimero de acontecimentos, maior a
proximidade entre a probabilidade a posteriori e a probabilidade a priori. Assim, a
interpretacdo de tal probabilidade envolve dificuldades, pois pode conduzir as pessoas a
decisOes equivocadas. Essas dificuldades séo resultantes da utilizagdo de um mesmo limite
para a frequéncia relativa e também da definicdo do que se entende por “aleatoriedade” e por
“semelhanga” (FERNANDES, 1999). As conclusdes obtidas a partir de um simples
experimento que envolve a aleatoriedade podem levar os alunos a uma interpretagdo
falaciosa, pois, ao realizar esse tipo de experimento, € possivel obter eventos pouco
provaveis, o que poderia conduzir os alunos a conclusdes ingénuas de que eventos desse tipo
tenham maior chance de ocorrer. Esse tipo de dificuldade exemplifica o que Fernandes
(1999) esta chamando de equivoco em relacdo & compreenséo dos conceitos de aleatoriedade
e semelhanca. Outros conceitos probabilisticos também séo elucidados pelo autor, como o
conceito subjetivista.

Na perspectiva subjetivista, as probabilidades expressam grau de crenga ou percepgao
pessoal. O individuo utiliza suas experiéncias e seu conhecimento sobre o assunto para
exprimir a probabilidade de um sucesso, o que possibilita diferentes medidas de
probabilidade para um mesmo sucesso. Fernandes (1999) a designa “personalista”, pois,
segundo ele, as duas concepg¢des anteriores — classica e frequentista - sdo propriedades do
mundo real, enquanto na percepcao subjetivista as probabilidades s&o avaliagdes pessoais de
situacOes aleatdrias, inerentes & mente do individuo. Desse modo, a probabilidade passa de
uma avaliagéo externa ao sujeito para uma avaliagcdo centrada no sujeito.

Em contextos que envolvem jogos de azar, ha situagBes em que o grau da confianca no
resultado (probabilidade de acontecimentos) esta relacionado com a aposta dos jogadores, ou
seja, quanto maior o valor da aposta, maior serd o ganho ou a perda do apostador, porém ha
pessoas que atribuem tal situagdo aos riscos (excitagdo emocional) envolvidos nos jogos. A
concepcdo subjetivista expde que os jogadores seguem regras bésicas relacionadas ao apostar
(confiar) em determinado acontecimento. Coeréncia e consisténcia sdo categorias de
informacdo que os subjetivistas consideram e que, combinadas, geram a probabilidade da
situacdo em quest&o.

Borovcnik y Bentz, Bentz e Kapadia (apud FERNANDES, 1999, p. 37) ressaltam que
as duas maiores dificuldades da concepgéo subjetivista sdo a pretensdo de medir a
probabilidade de qualquer situagéo de incerteza e a falta de orientagdo para calcular as
probabilidades a priori. Atualmente, a concepgéo formal tem sido difundida na delineacéo
das probabilidades.

A concepgéo formal ou axiomatica da probabilidade, conhecida também como
objetiva ou normativa, apoiada na teoria dos conjuntos surgiu como consequéncia das
restricbes da concepcdo classica, a qual impde que 0s sucessos sejam equiprovaveis e
corresponda a um espago amostral finito. O conceito formal tem como objetivo calcular com
precisdo a probabilidade de determinados eventos usando as leis matematicas, podendo ser
usado em situacdes em que eventos ndo sdo equiprovaveis ou finitos (GODINO,
BATANERO, CANIZARES, 1996).

Dessa forma, consideramos que situagdes de aprendizagem que possibilitem a discusséo
das diferentes ideias sobre probabilidade e da articulagdo dessas ideias com a anélise
combinatdria e estatistica promovam, ndo apenas, 0 pensamento combinatdrio e
probabilistico, mas o pensamento matematico.
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Diante do exposto, propomos a realizagdo de uma oficina com o objetivo de
apresentarmos situacdes de aprendizagem relacionadas aos pressupostos abordados nesse
texto e que possibilitam a discussdo de ideias sobre probabilidade e analise combinatdria.

Proposta de desenvolvimento da oficina

Propomos para a oficina o desenvolvimento de sequéncia de tarefas’ - situagdes-
problema - abertas ou fechadas que possibilitam colocar o sujeito em um movimento de
resolugéo de problemas e producdo de pensamento matematico -, que favorecessem reflexdes
e interpretacdes relacionadas as diferentes concepgdes de probabilidade — classica,
frequentista ou empirica, subjetivista e formal ou axiomatica - assim como a linguagem
empregada no cotidiano e que esté relacionada com o grau de crenca pessoal, analise de
possibilidades, estimativas de medidas de chance, experimentacéo e avaliagéo de situagdes
reais e simuladas. Consideramos todos esses como fatores facilitadores do processo de ensino
e aprendizagem do conhecimento probabilistico e combinatério. A oficina tem como publico-
alvo educadores matematicos que atuam na Educagdo Infantil, no Ensino Fundamental e Médio e
dispostos a conhecer e discutir questdes relacionadas ao ensino e aprendizagem de probabilidade.
Para sua realizacdo, sera necessaria uma sala para aproximadamente 30 pessoas, data show e
quadro branco ou lousa. As tarefas serdo apresentadas e realizadas em materiais impressos,
fornecidos pelas ministrantes da oficina, assim como o material manipulativo necessario.

A oficina sera desenvolvida da seguinte forma:

o Introducdo tedrica: apresentagdo e discussdo de recortes de uma pesquisa de mestrado que
aborda as concepces probabilisticas e 0 movimento de tais concepg¢es com alunos do
Ensino Fundamental (SANTOS, 2010).

e Realizagdo de algumas tarefas como 0 jogo de tdmbola e a linguagem probabilistica?
visando promover reflexdes sobre termos utilizados na linguagem cotidiana e que
fazem parte do vocabulério probabilistico e da concepcéo subjetivista. Segundo Bentz e
Borovenik y Bentz (apud SAENZ CASTRO, 1999) as respostas obtidas podem néo
representar 0s processos de pensamento dos estudantes, pois as questdes relacionadas a
linguagem podem confundi-los; a medida e o experimento® buscando estabelecer
relagdes entre a medida de chance de uma situacdo-problema e o experimento
realizado, e entre as concepcdes probabilisticas abordadas; descobrindo a senha’
objetivando realizar a anélise das possiveis senhas (analise combinatéria) e observar
que por meio dessa anélise as chances de vencer o jogo sdo maiores, ou seja, que a
analise das possibilidades em situacfes de jogo é uma estratégia importante para vencé-
lo; a corrida de cavalos® com a pretenséo de promover, em contexto de jogo, reflexdes
sobre a andlise de possibilidades, a medida de chance e a sorte; vivenciar situacdo em
que diferentes concepcdes probabilisticas, formal, classica, frequentista e subjetivista,
se confrontam. Para realizacdo das mesmas, os participantes serdo organizados em
pequenos grupos e vivenciardo um ambiente de aprendizagem dividido em trés fases,

! Entendemos tarefas como um problema ou “atividade em que os estudantes n&o tenham nenhum método ou
regra ja receitados ou memorizados nem haja um método “correto” especifico de solugdo”. (Hiebert et al., 1997,
apud VAN DE WALLE, 2009, p. 57)

2 Adaptada de Fernandes e Barros (2005).

® Tarefa adaptada de Lopes (2003)

4 Tarefa adaptada de Macedo, Petty e Passos (1997).

® Tarefa adaptada de Skovsmose (2008).
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como sugerido por Van de Walle (2009); a fase do “antes” — apresentacgdo da tarefa; a
fase do “durante” — realizag&o da tarefa; e a fase do “depois” — socializagdo das
conclusdes dos grupos.

¢ Ao final, serd proposta uma analise critica, por parte dos participantes, em relacdo as
tarefas realizadas, suas potencialidades em contexto de sala de aula. E por meio das
analises e reflexdes que o pensamento probabilistico e combinatdrio se desenvolve.

A Ultima fase do ambiente de aprendizagem, a socializa¢do, é muito importante, pois
possibilita que os participantes apresentem suas ideias acerca das tarefas desenvolvidas,
ideias que podem ser validada, ou refutada pelos outros participantes. As consideragdes dos
participantes estardo associadas as respostas dadas por alunos, em pesquisa, as tarefas
desenvolvidas na oficina.

Pretende-se com essa oficina que os professores percebam o movimento que ha entre
as concepc0es probabilisticas, a importancia do trabalho concomitante entre probabilidade e
analise combinatéria e que o desenvolvimento do pensamento probabilistico e combinatorio
se da por meio de situacdes de ensino que possibilitam que os alunos expressem e contrastem
suas ideias com as dos colegas, experimentem e vivenciem situagdes diversas em que medida
de chance, anélise de possibilidades, linguagem estocéstica e jogos sejam abordados.
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