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Resumo

Esta comunicacéao cientifica originou-se a partiugha oficina, realizada com
participantes de um evento internacional de Educktgtematica, ocorrida no
segundo semestre de 2010. Durante a realizagaficde, utilizando o software
GeoGebra, os investigadores, todos professoregcdadiatura em Matematica,
propuseram um problema de limites que exigia reptagdo geométrica envolvendo
duas circunferéncias. Usando uma abordagem cormstista, buscamos
compreender como 0s participantes resolviam o pnadlusando lapis e papel e,
posteriormente, o0 ambiente computacional. A pesagdis cunho qualitativo,
mostrou que individuos, mesmo tendo cursado disagplde Calculo e Analise
Matematica, quando confrontados a utilizar taishesimentos, apresentam certas
limitacdes que tendem a ser eliminadas quandosarasoftware de Geometria
Dinamica que proporcione desenvolvimento da hadudkdde visualizagcdo em
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problema algébrico ou analitico.

Palavras chaveeducacdo matematica, visualizacdo, geometriarda@a calculo e
andlise.

Introducao

O software Geogebra, de uso livre, tem sido umnooézador para o ensino de diversas
areas do conhecimento matematico e um aliado padaeacdo Matematica, pois permite
representar situacdes ndo elementares que se moa@Th diversos problemas de tais areas.
Dessa feita, o utilizamos para auxiliar na resaw@ um problema de Célculo e Andlise por
meio de uma visualizacdo dinamica.

Esta comunicacéo cientifica originou-se de umeirediapresentada no Congresso
Internacional de Ensino de Matematica, no seguadwstre de 2010. Os pesquisadores se
propuseram a oportunizar uma atividade utilizandor@etria Dinamica para resolver uma
selecdo de atividades que contemplassem os cosideitanite, continuidade e derivada.

A situacdo-problema que origina a pesquisa, dotavsera denominada de
“Consideracgdes sobre o0 caso das duas circunfeggnéianunciada da seguinte forma:

Considere uma circunferéncia fixa @& equacéo (x -1} y* = 1 e uma circunferéncia,C
a ser encolhida dinamicamente, com raio r e cexararigem. P € o ponto (0, r), Q é o ponto de
intersecao superior das duas circunferéncias e Bafito de intersecdo da reta PQ com o eixo X.

A partir dessa, lanca-se o seguinte problema:&agontecera com R quandpse
contrair, isto &, r tender a zero pela direita?

O aporte tedrico

A informatica na educacdo € um novo dominio dacié segundo Almeida (2000). Para a
autora, uma situacao problema passa a ser comjmtagrat meio de explicacdes pluralistas
embasadas em teorias que se interrelacionam @reeam com seu proprio contexto; e que,
muitos dos desafios enfrentados atualmente, téen eom a fragmentacéo do conhecimento.
Uma vez que uma caracteristica da ciéncia modeseguér a racionalidade cientifica e tendo
sido gerado um movimento que perpassa as ciéngiasnperdisciplinaridade, foi construida
uma concepcao de informatica na educacao quegeade ampla abordagem a respeito de
aprendizagem, de conhecimento, de dominio compmunalceé de pratica pedagogica.

Assim, o uso da informatica na educacao, por meicomputadores, segue duas
abordagens: instrucionista e construcionista. Hi&omempo o uso do computador deixou de ser
como uma simples maquina de escrever textos epasdesempenhar um relevante papel na
aprendizagem dos alunos. Enquanto na abordagemqdiasiista ha o funcionamento do ensino,
mais ou menos como uma instru¢ao programada ageids pelo aluno utilizando o
computador, na abordagem construcionista, a foe@edsamento dos alunos € explicitada e o
professor, como orientador do processo, acompaudiesenvolvimento das atividades que o
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aluno desenvolve no computador por meio de coregantestionamentos sobre a forma como o
aluno realiza suas tarefas.

Entendemos que, numa abordagem construcioniatano pode fazer uso de outros
recursos como, por exemplo, as redes de comunicdisgatindo com colegas ou com o proprio
professor por chat, email, internet e outros, ofguerece a cooperacédo entre os individuos com
a finalidade de buscar o conhecimento. Assim, naissedagem, o uso do computador torna
evidente a aprendizagem de cada um dos individuasagransformacéo dessa forma no ensino
e na aprendizagem em que se da énfase na apresrdieagio no ensino, deslocando o foco do
processo do professor para o aluno como 0 cons&utao o executor.

Segundo Papert (1994), o instrucionismo e o coaisinismo podem ser distinguidos, por
exemplo, quanto a uma melhor aprendizagem ocoefer‘pperfeicoamento do ensino” no
instrucionismo e uma “producao de maior aprendizageartir do minimo ensino” pelo
construcionismo. Um segundo aspecto que se coasideortante apontado pelo autor € o uso
do conceito delebuging(depuracao) para dizer que o aluno busca comprearsig
representacéo do desenvolvimento de micromundaa@nentes de aprendizagem ativa sem
preocupa¢do com o certo ou errado bem como coré-tequisito, tdo considerado na formagéo
matematica. Desta forma, o erro passa a ser alyeanduz o aluno a uma nova aprendizagem a
partir das tentativas de compreender as causas (peh#s ele ocorreu na sua construcao.

Para o mesmo autor,

A Educacéao Tradicional codifica o que ela pensacgugidadaos precisam saber e parte para
alimentar as criancas com este “peixe”. O Conginisino € gerado sobre a suposi¢do de que as
criancas fardo melhor descobrindo (“pescando”)sparesmas o conhecimento especifico de que
precisam; a educagdo organizada ou informal padkagjprincipalmente, certificando-se de que
elas sejam apoiadas moral, psicoldgica, mateitabéectualmente, em seus esforcos. (Papert,
1994, p. 125)

Assim, no construcionismo, o aluno, visualizanddela do computador os produtos de
seus pensamentos e investigagdes, as inumerabilidades ou tentativas de resolver um
problema, motiva-se a se aventurar em novas diseodgue lhe permite construir estruturas
cognitivas a respeito do que o professor Ihe aiantealizar. Visualizar aqui, ndo significa,
portanto, apenas ver o que se apresenta na telacgganizar essas estruturas que lhe permitirdo
construir determinados conceitos.

Essa nova forma de compreender visualizacdo, peémaa como “ver com os olhos” é
tema recente de pesquisa na area de Educacdo Mateeaé Grupo Internacional de Psicologia
da Educacédo Matematica (PME), a partir da 212 céndéga, ocorrida em 1997, e no PME 22,
em 1998, tem mostrado diversificacoes de interessespeito, sendo que 0 uso de
computadores e softwares na aprendizagem e noeudgsuhlizacdo ganhou espaco ao ser
dirigido para os aspectos voltados ao pensameptoéfeico, incluindo-se ai o interesse pela
teoria semidtica focando o tema.

No entanto, uma maior influéncia das tecnologamputacionais ocorre no PME 23, com
trabalhos sobre visualizagcdo como veiculo sigrtiffogoara resolver problemas em algebra.
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Parzysz, citado por Presmeg (Gutiérrez, Boero, R@dsatizou, na ocasido, que visualizacao
pode ser util ndo somente em tépicos visuais cogmn@tria e Trigonometria, mas também em
Algebra. S3o feitas explanacdes sobre as vantalgemslizar softwares computacionais que
estimulam visualizacdo dinamica. Os processos igisaaxiliados pelo computador, motivam a
obter facilmente diferencas entre varios tiposmélpmas algébricos. Nesse PME, muitos
trabalhos estimularam o uso de visualiza¢do poo meiGeometria Dinamica.

Para Borba e Villarreal (2005), visualizacdo étama considerado em Educacéao
Matematica como sendo uma forma de raciocinio matieme pesquisas nessa area tém sido
abundantes, embora apresentem vantagens e degrentBgtretanto, os Principios e Normas
para a Matematica Escolar (2008) fornecem indioatpara geometriae para amedidagpor
niveis de escolaridade. Assim, indicam que os progs de ensino, desde o pré-escolar ao
ultimo ano do Ensino Médio, deverao qualificar hsas para “Usar a visualizacdo e a
modelacdo geométrica para resolver problemas.fi¢pios e Normas, 2008, p. 112).

Para Tall (1991, p. 20) muitos dos processos dsgmento matematico avancado ja séo
encontrados em niveis mais elementares (conversigrraprio, a um amigo, a um inimigo e,
antes de um teorema ser conjecturado e provadouhd trabalho quanto as ideias e relacdes
gue seréo frutiferas). Afirma esse autor que, Paget, “acdes e operacdes tornam-se objetos
de pensamento e assimilagdo”. (Idem, p. 49)

Neste trabalho consideramos o conceito de viaagz definido por Leivas (2009, p. 22),
como sendo “um processo de formar imagens mentais a finalidade de construir e comunicar
determinado conceito matematico, com vistas aiauxia resolucdo de problemas analiticos ou
geométricos.” Dessa forma, visualizar pode ser cesmalido como um ato de “ver com a
mente”. O mesmo autor, em sua tese de doutoradwedefermo geometrizacéo do curriculo da
Licenciatura em Matematica a partir de utilizagc@@mbordagens geométricas como método para
compreender e representar conceitos de diversas doeconhecimento matematico e de outras
ciéncias, por meio de imaginagao, intuicdo e vizaefio de modo que a Geometria passa a ser
um ponto de vista que conduz a geometrizagao.

A partir desses pressupostos tedricos definimostaduologia do presente trabalho.

A metodologia utilizada

Uma das caracteristicas da pesquisa qualitativadermacao é que ela “tem o ambiente
natural como sua fonte direta de dados e o pestprisamo seu principal elemento; os dados
coletados sdo predominantemente descritivos; Zppagao com 0 processo é muito maior do
gue com o produto [...]” (Ludke e André, 1986, p.ssim, a pesquisa realizada com
professores e estudantes, em uma oficina durantvanio cientifico, oportuniza o contato
entre o pesquisador e os individuos investigadgsieccaracteriza nossa pesquisa como
qualitativa.

Para Patton (Alves-Mazzotti, 2002), uma caradieasla pesquisa qualitativa € ela ser
“compreensiva’ ou interpretativa, o que signifi@agAlves-Mazzotti (2002) que [...] essas
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pesquisas partem do pressuposto de que as pegsoagm funcédo de suas crengas, percepcoes,
sentimentos e valores e que seu comportamentogeipre um sentido, um significado que nao
se da a conhecer de modo imediato, precisandeseendado. (p. 131).

Entendemos que, por termos compreenséo sobresasveurriculos de Licenciatura em
Matematica, uma vez que atuamos nessa em dis@@specificas de contetdo e de
metodologia, dificuldades com interpretacao de lerabs de Calculo e Analise Matematica séo
inlmeras e, portanto, a oficina foi momento deizaalum experimento com uma abordagem
indutiva o que, para Alves-Mazzotti (2002, p. 13lgnifica “O pesquisador parte de
observac¢des mais livres, deixando que dimensdategarias de interesse emirjam
progressivamente durante o processo de coletaiseadé dados”.

A oficina envolveu professores da Educacédo Bé&sisaperior, estudantes da Licenciatura
em Matematica e de Programas de Pés-Graduacaed)apenas 9 encaminharam aos
pesquisadores o que foi solicitado. A duracao aanaffoi de 4 horas e realizada em laboratorio
de computacdo com o software previamente instalado.

Numa primeira etapa foi proposta a situacao-proal&Consideracdes sobre o caso das
duas circunferéncias”, ja enunciado na introdue&mlicitado aos participantes que fizessem um
registro por escrito num documento do Word, de &ommtuitiva, de uma possivel solugéo, ou
seja, enunciar uma conjectura de solugéo.

A partir do registro feito, os pesquisadores ineruma rapida explanacao sobre o
software GeoGebra e indicaram que poderiam “brinmar algum tempo com 0 mesmo.
Transcorrido o tempo disponibilizado foi solicitagioe fizessem investigacfes no ambiente
computacional sobre a solu¢do do problema, istor@p os individuos representam
geometricamente, no software, o problema enunabgghbricamente. Deveriam testar as
conjecturas feitas anteriormente e registrar saaslgsées no mesmo documento do Word.
Durante essa etapa, 0os pesquisadores acompanhaxemlbo dos participantes especialmente
se conseguiam representar corretament€£ a reta PQ, a partir dos pontos P e Q e como
acontecia a interseccéo dessa reta com o eixcontaiz

Na proxima etapa foi proporcionada uma socialiaalgs resolucdes e conclusdes obtidas
em grande grupo.

A oficina teve continuidade com outras atividages nédo séo objeto do presente trabalho.
Ao final das atividades, utilizando recursos deaioreletronico, nove participantes
encaminharam aos pesquisadores suas solucéesgissaustituem objeto de andlise e
discusséo nessa comunicacao cientifica.

A questéo de pesquisa

Partindo dos pressupostos tedricos aqui apresentimmulamos a seguinte questéo de
pesquisa:

Existe mudanca de concepcéo na resolucéo de tumgd problema de limites com o uso
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do software GeoGebra?

No que segue, apresentamos uma descricdo dos dtopeocesso a fim de que possamos,
posteriormente, verificar se houve ou ndo uma mgadam suas concepg¢des com 0 uso do
software na resolucédo de uma atividade de Calauldndlise Matematica. A fim de preservar a
identidade desses atores na pesquisa, os mesraosiftantificados por letras maiusculas
seguidas de um indice.

Tabela 1
Dados dos atores da pesquisa que enviaram solygdiesorreio eletrdnico.
Nome | idade | Localidade Funcéo Conhece/usa
A, 27 Santiago/RS Educacao Basica e Superigr SirazEs
A, Ensino Superior Nao
Az 19 Bento Gongalves /| Estudante de Licenciatura em Sim/para estudos
~ C od -
Sao Leopoldo — R$ Matgmatlcq d.a.Ul\lISINOS, e [n&o atua como professor]
bolsista de iniciacéo cientifica
na area de educacao
matematica.
Ay 41 Prof. Ensino Basico Um pouco/néo
[n&o realizou a primeira
atividade]
As Prof. — Ensino médio em POASim/ [Uso o programa para
— escola particular explicar trigopnometria, atravé
de uns exercicios realizados
por outro colega da area.
Demonstragao da funcéo sen
cosseno, tangente, secante,
cossecante]
As Santa Maria — RS.| Professor de Matematica de | Sim/ndo
Ensino Fundamental e Médio
A 29 Santa Maria-RS Aluna mestrado Sim
profissionalizante em Ensino
de Fisica e Matematica
Ag 27 Rio Claro-SP Doutoranda e Professora dg Sim/néo
nivel superior [ndo é conhecimento
profundo]
Ag 40 Professor de Matemética do | Sim/sim [trabalha a 4 anos
Ensino Médio com o software]
Ao 36 Rio Claro —SP Professor do Ensino Médio Sim/sim
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A partir dos dados da tabela 1, podemos dizerapenas um dos participantes nao atua ou
atuou como professor de Matematica em algum n&velndino, mas o utiliza como objeto de
estudos; ha representacao de diversas cidademde®sia federacao; apenas um diz néo ter
nenhum conhecimento do software GeoGebra e, gnatraitilizam o GeoGebra em suas aulas.
Um dos participantes nao realizou a atividade @ochegado atrasado.

No que segue, apresentamos uma analise das coageitticiais e finais dos participantes.

Analise das falas dos individuos

A partir dos dados coletados podemos analisangctoira feita pelos participantes, antes
e depois do uso do GeoGebra.

A1 e Ay, que realizaram a atividade em conjunto, considarajue a reta PQ tende a
coincidir com o eixo horizontal na medida em quaio R da circunferéncia aumenta. Apés o
uso do software, entretanto, se deram conta degpeereta coincidiria apenas quando o raio
pertencesse ao intervalo [2,4] e que, nesse caa@ ode G, tendendo a zero, conduziria R a
tender a 4.

Por ser estudante da Licenciatura e ainda pgssugo conhecimento de Geometria
Analitica, As diz que, inicialmente consegue apenas usar alvaggp para perceber o
“movimento da figura”, mas de forma pouco concreéa conseguindo localizar.QAo utilizar
0 GeoGebra, percebeu que o raio R tende a 4.

A4 ndo pode tirar conclusdes uma vez que chegouaapEaizacdo dessa atividade.

As, que utiliza o GeoGebra em suas aulas, faz untessireunindo os dados do problema.
Entretanto, ndo faz nenhuma conjectura sobre g&okel ndo explicita qualquer tipo de analise
posterior ao uso do software.

Para A, que, embora conheca, mas néo use o GeoGebrsewhteem papel Ihe permite
conjecturar que, quando r tende a zero pela difRite aproxima da origem. Conclui que sua
conjectura foi errada, apés o uso do software, lpmiga marcado o ponto P em lugar errado e
dai percebe que esse ponto P se aproxima do pewrtmoddenada 4, no eixo horizontal.

A;, aluna de mestrado, faz conjectura de que o goI® aproxima da origem do sistema,
pois, ao construir a atividade em papel, o faz daema errada. Ao utilizar o software, conclui
de forma correta que R se aproxima de 4.

Para A, aluna de doutorado e professora do ensino supeéo tendo conhecimento
profundo do software em sua pratica profissionalgde é dificil verificar visualmente a
situacao, pois, na medida em quev@i se contraindo o ponto R parece ir se aproxiloaa
origem, mas também os pontos P e Q vao ficandowamais proximos, com coordenadas
muito préximas. Depois da construcdo com a ferraaemmputacional percebe que R se situa

Xl CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.



Uso do ambiente computacional GeoGebra como fentanpara o ensino de Célculo e Analise con8
Geometria

no eixo horizontal entre as abscissas 2 e 4. Eqtémdo r tende a zero pela direita, o valor de R
tende a 4.

Ag, que trabalha a 4 anos com o0 GeoGebra, ndo faz aonjectura inicial. Analisa para
r < 2, dizendo que existe o ponto Q de intersedegdccircunferéncias e o ponto R, interseccao
da reta PQ com o eixo OX, tende a 4. Afirma gwdividade é produtiva com a utilizagdo do
software, pois com seu dinamismo ele nos posaibitiservarmos situacdes na tela do
computador que seria impossivel com lapis e papel.

Por fim, Ao afirma que sua intuicédo Ihe diz que R tende aitafj isto €, R= (a,0) com a
tendendo a mais infinito. Apds a construcao no Gw& afirma ter a impresséao de que a
medida em que r tende a zero pela direita, a terdpela esquerda. Ainda diz que o software o
leva a crer que 2 a< 4.

A seqguir, teceremos as conclusdes a que cheganussas consideracdes finais.

Conclusotes

Até onde foi possivel perceber, a oficina elabaradm base no construcionismo,
proporcionou aos participantes da pesquisa umasaagao de um conceito, iniciado nos
cursos de Calculo e aprofundado na disciplina da@igen Matematica, utilizando os aspectos
visuais no sentido apontado por Leivas (2009) uezague houve uma mudanga na concepgao
deles. Inicialmente, ao levantarem conjecturasesatiendéncia do ponto R, acreditavam haver
uma coincidéncia do segmento PQ com o eixo homoAtvisualizacdo do problema, obtida na
tela do computador ocasionada pelo dinamismo dwa GeoGebra, propiciou que, a grande
maioria, reelaborasse sua conjectura inicial elofsse que a abscissa do ponto R nédo
ultrapassava o ponto do eixo OX de abscissa 4 taemouco em pontos de abscissa menor do
que 2, definindo assim o intervalo [2,4] de var@ada abscissa do ponto R e, quando o valor de r
tendeu a zero, a abscissa do ponto R tendeu a 4.

No que segue, apresentamos algumas consideragpestitipantes da oficina a respeito
da atividade.

Na escrita de AEu consigo imaginar o “movimento” da figura, masfdema pouco
concreta. Porém, com o auxilio do software conserguializar a situacdopode-se inferir que,
mesmo para alguém que ndo tenha um conhecimenermiar sobre Célculo e Geometria
Analitica, a imaginacao e a intuicao presentesdividuo na resolucao do problema sao
facilmente referendadas e aperfeicoadas com oaifgErhmenta computacional. O depoimento
de Ag corrobora o apontado por Tall (1991).

Ao procurar responder ao questionamento: O queeoera com R quando,Ge contrair,
isto &, r tender a zero pela direitaalsim se manifest&e desloca para direita na medida do
raio de G. R se desloca tendendo de 2 a 4 na reta da abcX¥sserva-se na escrita dele que os
aspectos visuais propiciados pelo software deramnogéo dos valores das abscissas do ponto
de interseccao da reta PQ com o eixo horizonta) eatretanto, chegar a uma conclusdo sobre a
tendéncia quando o raio r da circunferénciag@de a zero.
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A7 manifesta qué&lo primeiro momento quando construimos a atividaaleapel
construimos de forma errada as circunferéncias, ocamxilio do software foi possivel
percebermos 0 nosso erro e reformular a conjectjua formulamos errada no primeiro
momentoSua reflexdo mostra a importancia do segundacaspensiderado por Papert (1994)
no que diz respeito a depuracéo, quando o individisoa compreender sua representacao inicial
em papel e lapis e, posteriormente, no ambientgutanional no qual ocorre sua aprendizagem
de forma ativa e interativa na compreensao dassars que ocorreram 0S erros na sua
construcao.

Ag assim se manifestou a respeito do problema eiciaafApds essa verificagdo, um
colega e eu fomos trabalhar com o problema algeimiente. Resolvendo o sistema das duas
equacodes das circunferéncias, encontrando o ceefieiangular, por fim, encontramos a
equacdao da reta PQ. Como o ponto R pertence aoxextambém pertence a esta reta,
poderiamos encontrar o valor de sua abscissa xueigab do raio r. Assim, podemos calcular o
limite dessa funcao encontrada com r tendendo @, 2zencontramos que o valor de x do ponto
R(x,0) é 4Esse individuo ainda expressa avaliacdo sobrieiaafealizada afirmand®
CURSO FOI BASTANTE PRODUTIVO. PROVOCOU DISCUSSORSHEEXOES DE
CERTAS PROPRIEDADES DAS AULAS DE CALCULO. O USGOBTWARE FOI
FUNDAMENTAL PARA DESPERTAR ESSAS DISCUSSOES.

Questionada pelos investigadores sobre a forma cesabveu com lapis e papel o
problema, utilizando conhecimentos de Geometridifre e de Célculo, Arespondeu que é
professora dessas disciplinas e, portanto, terommsedos presentes em sua memaoria 0 que nao é
comum aos estudantes em final de Cursos de Lidangjaguando cursam a disciplina de
Analise Matematica, geralmente distanciada dosuite Calculo na grade curricular. A
conclusdo feita por ela, entretanto, reafirma aom@mcia do uso de Geometria Dinamica na
resolucao de problemas algébricos e analiticos.

Acreditamos que, as manifestagdes dos participaatesicina aqui descritas permitem
gue concluamos afirmando que o uso do GeoGebraaude forma significativa a resolucao
do problema proposto, sendo um recurso que podengaegado tanto nas disciplinas de
Célculo quanto na de Analise Matematica, na cogatralo conceito de limite. Portanto,
geometrizar disciplinas da Licenciatura em Matecaadi uma opcéo que pode produzir uma
melhoria na qualificacdo dos professores de Maiemaspecialmente no que diz respeito ao
gosto pela Geometria.
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