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Resumo

Neste artigo apresentamos um pequeno recorte de uma pesquisa
mais ampla cujo objetivo geral foi investigar imbricagfes entre os
campos conceituais das grandezas, da geometria, numerico, algébrico e
funcional na Matematica Escolar, na formulagdo e no tratamento de
problemas envolvendo as formulas de area do retangulo, do quadrado, do
paralelogramo e do tridngulo. Discutimos aqui especificamente o uso de
férmulas em problemas de otimizacédo. Para tanto, identificamos
problemas de otimizacdo em livros didaticos do 4° ciclo do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio e analisamos procedimentos de
resolucéo neste tipo de problema por alunos do 2° ano do Ensino Medio.
Entre outros, destaca-se erros na confusao entre area e perimetro,
relacionado ao campo das grandezas; erro na manipulacéo algébrica e
em procedimentos numéricos.

Palavras-chave: Teoria dos Campos Conceituais, Area, Perimetro, Formula,
Grandeza, Otimizagéo.

Introducéo:

Neste artigo apresentamos um pequeno recorte de uma pesquisa mais ampla cujo objetivo
geral foi investigar imbricagdes entre os campos conceituais das grandezas, da geometria,
numérico, algebrico e funcional na Matematica Escolar, na formulacao e no tratamento de
problemas envolvendo as formulas de area do retangulo, do quadrado, do paralelogramo e do
triangulo. Estudos teoricos, analises documentais e a aplicacédo de testes se entrelacam a fim de
estudar as férmulas de area como conceito - caracterizado como um tripé de situacdes que lhe
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conferem significado, invariantes operatorios e representacdes simbolicas — e situado
simultaneamente nos varios campos conceituais supracitados o que permite lancar um olhar novo
e esclarecedor sobre o ensino-aprendizagem das formulas de area e abrir uma via original de
andlise dentro da Teoria dos Campos Conceituais: o estudo de imbricacfes entre campos
conceituais.

Neste artigo discutimos o uso para formula de area em problemas de otimizagéo.
Inicialmente, identificamos este tipo de uso para férmula em livros didaticos de matematica do
4° ciclo do Ensino Fundamental e do Ensino Médio; e, a partir de uma analise tedrica, 0s
resultados obtidos num teste diagnostico, envolvendo este tipo de problema, aplicado para
alunos do 2° ano Ensino Médio.

1. Referencial Tedrico:

As férmulas podem ser vistas sob multiplos olhares, dependendo dos usos e dos sentidos
que lhes atribuimos. De acordo com Sfard, Linvchevski (1994), a formula pode denotar um
determinado numero (embora desconhecido) ou representar uma funcéo, mas em ambos os
casos, sao entidades permanentes que, por um lado, sdo um produto de operacgdes aritméticas e,
por outro, pode servir como uma entrada para um procedimento algébrico. Baltar (1996)
considera as férmulas de area e perimetro como representacdes simbdlicas das relacfes entre as
grandezas geométricas, comprimento e area, que permitem expressar relacées de dependéncia
entre comprimentos e area de figuras planas.

Neste trabalho, ao olharmos “formulas de area de figuras geométricas planas” sob a 6tica
da Teoria dos Campos Conceituais, podemos vé-las como um elemento do campo conceitual
das grandezas geométricas e também como um elemento que articula varios campos
conceituais. S&o elementos do campo das grandezas geométricas, pois expressam relacdes entre
comprimentos de figuras geométricas planas e, entre outros aspectos, desempenham papel
importante na aprendizagem do conceito de area. Por outro lado, uma férmula, enquanto
representacdo algébrica de uma relacdo entre variaveis pressupde aspectos algébricos e
funcionais; a area de uma figura é uma grandeza; figuras geométricas planas pertencem ao
campo geométrico; o resultado obtido por meio da aplicacdo de uma férmula para calcular a
area de uma figura, dada a unidade de area, € um numero resultante de operacdes.

Estudos tedricos realizados por Baltar (1996) e Teles (2007) reforcam a necessidade de
aprofundar o papel das formulas na aprendizagem do conceito de area. Aleém disso, evidenciam
que para a construcao do significado das férmulas é preciso abordar maltiplas situacdes. Que
situacOes seriam estas? Quais 0s tipos de usos para as formulas nestas situagcdes? Que invariantes
operatdrios e representagdes simbolicas estariam envolvidos no tratamento destas situacdes?
Estes questionamentos conduzem a olhar a férmula como um conceito.

Teles (2007) propde caracterizar, sob a 6tica da Teoria dos Campos Conceituais, as
férmulas de area e perimetro como conceitos e identifica situacdes que conferem significados as
férmulas. Dentre essas situagdes, ha as situagdes de otimizacao que sdo o foco deste artigo.Teles
(2007), também fez, sob a otica dos Campos Conceituais, 0 mapeamento de situacdes, de
invariantes operatorios e representagdes simbolicas subjacentes as situacdes utilizadas em livros
didaticos e provas de vestibulares, envolvendo formulas de area do retangulo, do quadrado, do
paralelogramo e do tridngulo. O estudo de Teles (2007) possibilitou avancar na caracterizagéo da
férmula de area como um conceito. No mapeamento de situacdes que conferem significado ao



conceito de formula, pudemos identificar varias classes de usos para as formulas: calcular a area
de figuras; calcular comprimentos que caracterizam a figura; comparar areas de figuras; produzir
figuras em condic¢des dadas; estabelecer relacbes entre grandezas; otimizar e operar com
grandezas de mesma natureza. A analise evidenciou que nos livros didaticos, ora a formula é
tomada como um objeto de estudo, ora como um recurso para outras tematicas. Neste artigo
discutiremos especificamente um tipo de uso das férmulas de area, relacionada as aplicac6es do
conceito de maximo e minimo no estudo das funcdes, recorrente em livros didaticos de
Matematica para o Gltimo ano do Ensino Fundamental (9° ano ou 82 série) e para 1° ano do
Ensino Médio.

Quando as formulas s&o utilizadas para otimizar, mobilizam o aspecto funcional ao
descrever o valor e a funcdo da area em relacdo a x. A principal tarefa desta classe € a
determinacdo da maior area possivel em funcdo de um perimetro fixo, como no exemplo abaixo,
extraido de um livro didatico:

6. Dona Rosa adora flores e deseja fazer um canteiro retangular aproveitando um muro existente em
seu terreno. Ela ainda ndo sabe quais serdo as dimensées do canteiro, mas quer aproveitar todos os
24 m de tela que tem para cerca-lo. A figura abaixo mostra um exemplo de canteiro (3 m de largura
por 18 m de comprimento) em que seriam usados os 24 m de tela.

A

18m
Mas ha outras possibilidades como o comprimento medindo 22 m e a largura 1 m ou o compri-
mento 21 m e a largura 1,5 m, etc

a) Se x € a largura do canteiro, qual devera ser seu comprimento y? (Lembre-se de que as duas
larguras, adicionadas ao comprimento, devem resultar 24.)

b) Determine a area A do canteiro em funcao de x.

c) Esboce o grafico de A em funcao de x.

d) Dona Rosa quer que o canteiro tenha a maior area possivel usando os 24 m de tela. Qual sera

essa area? Quanto medirdo o comprimento e a largura nesse caso?
182

FIGURA 1 - APLICACAO DO CONCEITO DE MAXIMO E MINIMO

FONTE: PIRES, Célia Carolino, CURI, Edda e PIETROPAOLO, Ruy. Educacdo Matemdtica. 12 Edi¢do. S&o
Paulo: Atual, 2002. 82 série, pag. 182

Nos problemas de maximos e minimos, como dado um perimetro fixo, determinar a
maior area possivel, a estratégia funcional é a mais econdmica, mas existem outras. Porém, em
todas elas a compreenséo e mobilizacdo de conceitos de outros campos conceituais séo
necessarias.

2.Algumas Escolhas para Elaboracéo do Teste Diagndstico

Indicios tedricos relacionados as imbricacdes entre os campos conceituais das grandezas, da
geometria, numérico, algébrico e funcional na Matematica Escolar, na formulagéo e no
tratamento de problemas envolvendo as férmulas de area do retangulo, do quadrado, do
paralelogramo e do triangulo, acrescidos da identificacdo do uso da formula de area para
otimizar em livros didaticos de matematica e provas de vestibular, reforcam a necessidade de
identificar nos procedimentos de resolucéo dos alunos, que invariantes operatérios e
representacdes simbdlicas estariam envolvidos no tratamento destas situacGes. Para tal,



elaboramos um teste diagndstico.

Os testes tiveram como objetivo caracterizar os conhecimentos oriundos dos diversos
campos conceituais subjacentes aos procedimentos de resolucédo de situacdes envolvendo
férmula de &rea do retangulo, do paralelogramo e do tridngulo e mapear, sob a 6tica da Teoria
dos Campos Conceituais de Vergnaud (1990), situacdes, invariantes operatorios e representacdes
simbolicas referentes a formula de &rea destas figuras.

A elaboracdo dos testes correspondeu a culminancia de varios estudos teoricos e
empiricos sobre a abordagem da &rea de uma figura geométrica plana enquanto grandeza
(DOUADY & PERRIN-GLORIAN,1989).

Foram elaborados cinco testes, cada um com quatro questdes, sendo a primeira questao
idéntica para todos o0s testes e as outras trés seguindo uma légica relacionada as imbricagdes
entre os campos conceituais, refletida no tipo de uso da férmula em cada questdo. Ou seja, temos
uma questdo fixa e 15 outras que foram distribuidas em cinco tipos de testes. As formulas nunca
séo fornecidas na questao.

A questdo de otimizacdo que analisaremos coloca em jogo as seguintes variaveis e seus
respectivos valores: uso da formula para otimizar; o tipo da figura é o retangulo; ha presenca da
figura no enunciado; o contexto € social, relacionado a jardinagem; o dominio numérico dos
dados e dos resultados é o dos nimeros naturais; a unidade de comprimento € o metro.

Dona Rosa adora flores e deseja fazer um canteiro retangular aproveitando um muro existente em seu terreno. Ela
ainda ndo sabe quais serdo as dimensdes do canteiro, mas quer aproveitar todos os 20 metros de tela que tem para
cerca-lo.

Dona Rosa quer que o canteiro tenha a maior area possivel usando os 20 metros de tela. Qual serd essa &rea?
Quanto medirdo o comprimento e a largura nesse caso?

Neste problema o aluno é confrontado com uma situagéo em que figuras com
perimetros iguais apresentam areas distintas. O conhecimento matematico € mobilizado numa
situacdo de jardinagem, a primeira observacéo refere-se a propria solicitacdo dos problemas:
com metros de tela cercar uma regido retangular. A tela é um objeto do mundo real, possui
duas dimensdes: comprimento e largura, portanto, possui area, no entanto solicita-se que o
aluno utilize-a apenas na perspectiva linear, ou seja, como comprimento. Ao canteiro é
atribuido o modelo matematico do retangulo. A figura geométrica, neste caso, modeliza o que
necessariamente pode néo ser retangular e ainda por cima todas as dimensdes indicadas
implicita ou explicitamente sdo inteiras.

A principal solicitagdo do problema é distribuir os 20 metros de tela em 3 partes,



sendo 2 iguais e uma diferente, isto porque, a figura € um retangulo, mas os 20 metros de tela
formam uma linha poligonal aberta. Uma das propriedades do retangulo refere-se a medida
dos lados paralelos serem iguais.

O dominio estritamente natural para as medidas apresentadas no problema favorece o
procedimento numeérico, ou seja, ir desenhando retangulos, fazendo tentativas até achar o
retdngulo de maior &rea, o que € facilitado pelo fato do numero 20 possuir muitos divisores.

Utiliza o conceito de variavel. Explorando a idéia que o x e 0 y variam dentro de um
certo dominio. Varios tipos de representacfes podem ser utilizados: tabela, gréfico, expressdo
algébrica, a relacdo estabelecida é linear.

Um procedimento correto, nesta questao, consiste em representar simbolicamente a
relacdo entre os 20 metros de tela e as dimensdes que precisa cercar: 2+Y=2C a partir
desta expressdo deduzir o valor de y: Y=20-2X_Como a area do retangulo é dada pelo
produto dos comprimentos dos lados: *X-Y temos ent#o:

A< O
A2 22

Esta expressao representa uma funcdo do 2° grau com a < 0. Assim, para calcular a area
méaxima basta calcular a abscissa do ponto maximo (X,) e substituir na expressao anterior:

- 20

X, = =
2.(-2)

A=20.5-2.52

A =100 — 50

A=50m?

O que levara a concluir que o comprimento e a largura do retangulo serdo
respectivamente 10 me 5 m.

Outra versdo do mesmo problema, onde acrescenta-se uma tabela no item c, neste
problema buscamos indicar, através dos itens que precisa responder, 0s passos para que o aluno
calcule a &rea maxima produzida a partir de um perimetro fixo. Mobilizamos varias
representacdes simbolicas: a representacdo funcional, ou seja, exprimir uma grandeza geométrica
em funcdo de outra, que envolve uma distingdo entre o que Germi (1997) chama de formula
béasica e formula algébrica.

Nossos estudos preliminares indicaram que nos problemas de otimizagdo, formula basica
é a formula que expressa a relagao entre os comprimentos dos lados e a area do retangulo;
férmula algébrica seria a formula de base com os elementos substituidos pelas variaveis. Numa
situacdo de otimizagdo intervém o carater de ‘variavel” de A (area), as letras envolvidas evoluem
passando de um status de namero desconhecido fixado (incognita) para o status de nimero
desconhecido, mas que varia em funcéo dos elementos da figura (GERMI, 1997). Por outro
lado, a utilizacdo de tabelas e graficos, obriga a considerar as letras como nimeros
desconhecidos que néo séo fixos (GERMI, 1997). Assim, um dos objetivos nesta questao, que
interessa a nossa pesquisa sobre imbricaces, é identificar se 0 aluno compreende a letra como
variavel. Completar a tabela com alguns valores possiveis de x e de y, no item c, envolve entre
outras coisas, romper com o dominio estritamente natural, ja que propomos mais espagos a
preencher do que as alternativas inteiras possiveis para a questao.

A organizacdo deste tipo de representacdo simbolica envolve substituir o x por um valor



numérico e efetuar calculos. Algumas questfes intervém neste momento: que tipo de valor
numeérico pode ser escolhido? Apenas natural? E os racionais positivos? Escolhido o dominio

numérico, que valores sdo possiveis para 0 x? e para 0 y? A expressdo geral é: y=aX-+b>,
sendo a< 0. Neste caso algumas dificuldades relacionadas as operagcGes com nimeros inteiros
negativos podem interferir.

Um dos procedimentos possiveis para determinar o canteiro de maior area por tentativas,
consiste em desenhar retdngulos com as varias possibilidades de distribuicdo dos metros de tela.

Quando fixamos um perimetro e queremos calcular a maior area possivel do retangulo
construido com este perimetro, utilizamos a idéia de méximos e minimos de uma fung&o ou
mobilizamos um conhecimento do campo geométrico referente a propriedade que fixando um
perimetro o retangulo de maior area possivel € um quadrado.

3.Discusséo Dos Resultados - As Imbricacoes Entre Campos Conceituais Como Foco De
Interpretacdo Do Processo De Aquisicdo E Uso Das Formulas De Area

Os testes, aplicados com 259 alunos de 22 série do Ensino Médio, de cinco escolas do Recife
e Regido Metropolitana, permitiram investigar a mobilizacdo de invariantes operatorios e
representacdes simbolicas, nos procedimentos de resolucdo de alunos e confirmar a pertinéncia
da hipotese de tomar as imbricacfes entre campos conceituais como foco de interpretacdo do
processo de aquisicdo e uso das formulas de area. Dos 259 alunos que responderam os testes, 49
responderam a primeira versao da questdo (sem tabela- questéo 4 do teste 1(Q4 —T1) e 60 alunos
responderam a questdo com tabela (4 do teste 4 (Q4 — T4). As duas questdes foram baseadas em
livros didaticos para 82 série e 12 série do Ensino Medio.

TABELA 1: Visao geral dos testes aplicados

ESCOLA1 |ESCOLA?2 |ESCOLA3 |ESCOLA4 |ESCOLAS TOTAL
TESTE1 |8 14 11 9 7 49
TESTE4 |11 21 10 10 8 60

Dos sessenta alunos que responderam o teste 4, apenas 27 (45%) responderam total ou
parcialmente a questdo 4 e 55% (33 alunos) deixaram totalmente em “branco”. Na questdo Q4
do teste 1, que chamamos “Metros de Tela” (sem tabela), destacamos erros relacionados aos
diversos campos conceituais. Ao campo das grandezas, a confusdo entre area e perimetro,
amplamente discutida em pesquisas da Educagdo Matemaética. Ao campo algébrico, erro na
modelagem da questdo e na manipulacéo algébrica e ao campo funcional, desconsiderar o
carater variavel da letra.

i) ERRO RELACIONADO AO CAMPO DAS GRANDEZAS

e Erros relacionados a confusdo entre area e perimetro - Para 6 alunos area e perimetro
séo iguais ou mantém a mesma proporcao ou ainda a maior area possivel é 20. No
primeiro protocolo o aluno explicita que a area e o perimetro do canteiro precisam ser
iguais, mobilizando um falso teorema-em-acéo identificado em varias pesquisas
anteriores. A comparacao que o aluno faz evidencia uma concepgao numeérica. E reforca



a necessidade de trabalhar a dissociacédo area e perimetro na abordagem do conceito de
area.

FIG. 2. Prot. 8 -. Q4T1F,

Neste outro protocolo, a explicitacdo aparece via representacdo algébrica. O aluno nédo
atribui valores particulares para as dimensdes do retdngulo, dando indicios da mobilizacéo da
noc¢do de variavel, mas toma como ponto de partida que x. y é igual a 20, ou seja, a area € igual a
medida da tela que dispGe para cercar o canteiro.

FIG. 3—Prot. 10 - Q4T1D,
i) ERRO RELACIONADO AO CAMPO ALGEBRICO

Erro na modelagem da questéo: diante da dificuldade de passar da linguagem natural para
linguagem simbolica, que é uma das etapas para resolucdo de um problema algébrico (DA
ROCHA FALCAO, 1997), ou seja, modelar a quest&o o aluno prefere um procedimento
numérico caracterizado pela tentativa. Um dos aspectos que dificulta a modelagem é
esquecimento do muro.

Erro de manipulacéo algébrica : o protocolo abaixo evidencia como um erro numa das etapas
para resolucdo de um problema algébrico, interfere na obtencdo de solucbes verdadeiras para
problemas envolvendo formulas de area. Também reforga a importancia do estudo das
imbricacGes entre campos conceituais. O aluno modela corretamente o problema, demonstra
dominio nas operagdes com as letras, mas um erro de sintaxe prejudicou seu resultado.
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iii) ERRO RELACIONADO AO CAMPO FUNCIONAL
No protocolo abaixo o aluno, ao interpretar a figura, considera 0 muro como um
retdngulo do qual se precisa calcular a area também, para isto fixa uma unidade para X, ou seja,
desconsidera o carater variavel da letra. O desenho é apenas uma representacédo do real,
possuindo varias possibilidades de composi¢cOes para 0 x e parao'y.

FIG. 5. Prot. 13 - Q4T1Cs .

Como observamos no protocolo acima, o aluno exprime o valor de X e y incorporando a
“area” do muro (inclusive mobiliza corretamente a formula da area do retangulo). Nao interpreta
corretamente o problema, inclusive confundindo area e perimetro, ou seja, num mesmo
procedimento de resolucdo é possivel identificar caracteristicas dos varios campos conceituais,
evidenciando o papel das imbricagbes como entrave para resolucéo de determinadas situacgdes.

A pesar de, em nossa analise teorica, relacionamos este tipo de questdo basicamente ao
procedimento algébrico ou funcional, identificamos a opc¢ao por procedimentos numéricos. O
protocolo abaixo, de um dos 29 alunos que tentaram algum procedimento de resposta para a
questdo, 59% preferiram procedimento numérico. Praticamente metade acerta a questdo com este
procedimento. Dentre as estratégias numéricas destacamos o protocolo abaixo, onde o aluno
decompde 20 e multiplica os fatores obtidos:



muro

Fig. 6 — Prot. 54 Q4T1C,
Dentre as respostas corretas obtidas para a area maxima, destacamos o protocolo abaixo,
onde apesar do aluno errar na aplicacdo da propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a
subtracdo, gerando uma expressao errada para A em funcdo de X, acerta a medida da maior area,
pois o procedimento escolhido (calcular o ponto méximo da funcéo independe do expoente de Xx).

muro

= ]

FIG. 7—Prot. 14 - Q4T4A,

Os itens a e b exigem um procedimento algébrico, ou seja, modelar uma situacao
tomando como referencial conhecimento do campo das grandezas — area e perimetro — a auséncia
de respostas e a quantidade de respostas erradas sinalizam dificuldades relacionadas a esta tarefa.
Dentre os erros na escrita algébrica destacamos a mobilizacéo da relacéo errénea entre as
dimensdes do canteiro gerando a expressdo 2<+2Y=2¢ que corresponde a equacio
equivalente ¥ =10-X ou seja, evidencia a erro na modelagem que conduz ao erro na questo
embora o0s conhecimentos do campo algébrico e dos demais sejam corretamente mobilizados nas
fases subseqientes.

Inicialmente, a interpretacéo errada do problema, que faz parte da 12 etapa para resolugéo
de um problema algébrico (Da Rocha Falcédo, 1997) gera uma relacéo funcional errada. Embora a
escrita algebrica seja coerente, levar em consideracdo que a tela também deve cercar o0 muro



conduz a decompor os 20 metros de tela, que correspondem ao perimetro pretendido, como
sendo X<
Em conseqiiéncia, a formula da area em funcéo de x, apesar da manipulagéo algébrica
correta:
P22
Logo:
y=10-X como A =XYentjo “>C=—ER—=DI>E njo produz uma resposta
verdadeira, tanto por tentativas usando procedimento numérico ou calculando o valor de x.
O extrato do protocolo abaixo ilustra esta imbricacéo, vale salientar ainda que este aluno
acerta todas as outras questdes do testes 4.

FIG. 8- Prot. 15 - Q4T4B;

Este erro de interpretacdo, reflete-se no preenchimento da tabela, os alunos preenchem
de forma que X+¥=1C tanto no procedimento numérico, quando o aluno vai direto para tabela
para indicar a area maxima, como no algébrico — o aluno escreve a expressado algébrica.

Dentre os erros no preenchimento da tabela também foi possivel indicar erros
relacionadas a confusdo entre area e perimetro

Destacamos ainda que 20 alunos, dos 27 que esbocaram alguma reposta para este item da
questdo, mobilizaram um procedimento numérico, porém, 17 utilizaram apenas valores inteiros e
apenas 3 utilizaram decimais so até 0,5. Estes dados refletem a dificuldade de romper com o
dominio numérico dos naturais e evidencia preferéncia por procedimentos numéricos em
detrimento aos algébricos. Mas também evidenciam aspectos relacionados ao campo conceitual
das funcgdes, pois o aluno faz uma interpretacdo pontual das fungdes e ndo variacional no
preenchimento da tabela, como ilustrado no extrato de protocolo abaixo.

a) Exg

FIG. 9 —Prot. 17 - Q4T4C,
Por outro lado, a opcao pelo procedimento numérico parece mostrar que 0s sujeitos
pesquisados ndo mobilizam nesta situacdo conhecimento funcional suficiente para calcular a area



maxima através do calculo do ponto de maximo da funcéo.

4. Consideragdes Finais:

Este estudo evidencia as imbricagOes entre campos conceituais, como elemento que, pela
variedade de abordagens possiveis, amplia as posibilidades de compreensdo dos sujeitos
aprendizes e ao mesmo tempo, pela amplitude, explica a complexiade de procesos de
aprendizagem de conteudos matematicos. Em questdes, como as de otimizacdo, foi possivel
identificar, nos erros cometidos pelos alunos, fortes imbricagdes entre campos conceituais. Por
exemplo relacionado ao campo geométrico, interpretacdo da figura. Erros de confusédo entre area
e perimetro, ligado ao campo das grandezas, refor¢ando a necessidade de trabalhar a dissociacdo
entre area e perimetro na abordagem do conceito de area. Erro de manipulacao algébrica, no
campo algébrico; erro no procedimento numérico, campo numérico. Em alguns procedimentos
foi possivel identificar aspectos dos varios campos, evidenciando o papel das imbricacbes como
entrave para resolucdo de determinadas situagdes. A auséncia de respostas e a opgao por
procedimentos numéricos, aponta para dificuldades em questdes que mobilizavam a férmula para
otimizar.
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