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Resumo

Nosso trabalho consiste em um estudo qualitatigeddo na metodologia pesquisa-ensino.
Explora a promocdo do pensamento aritmético e aAtgelatravés de atividades didaticas
gue envolvem o0s conceitos da aritmética modularestudo foi realizado através da
observacé@o participativa de um experimento de enmdalizado com 20 professores de
matematica que atuam na educacéo basica do menitf@duque de Caxias e de entrevistas
semi-estruturadas com cinco desses professores.re@gltados preliminares desta
investigacdo indicam que, mediante a escolha adagqies contetidos e da metodologia de
ensino, o estudo de assuntos inerentes a teoriatmosros favorece o desenvolvimento de
idéias fundamentais da matematica, tais como: cumps, argumentacdes e demonstracdes,
além de ajudar os estudantes no entendimento toalcga aritmética e da algebra.

Palavras-chave Teoria dos NuUmeros, Aritmética Modular, EducacBatematica,
Formacao Continuada de Professores

Abstract

This research is a qualitative study based on gmoaph called “research- teaching”. It
explores the promotion of arithmetic and algebthioking through activities that involve

the concepts of modular arithmetic. The study waseld on a teaching experiment
conducted with 20 math teachers who work in baslgcation in the city of Duque de

Caxias. Data was collected through participant eag®n and semi-structured interviews
with five of these teachers. Preliminary resultshi$ investigation indicate that, through the
appropriate choice of content and teaching methoggolthe study of issues related to
number theory favors the development of fundameidahs in mathematics, such as
assumptions, arguments and demonstrations. Weuntntihat this type of initiative supports
teachers and students in the conceptual understanfiarithmetic and algebra.

Keywords: Numbers Theory, Modular Arithmetic, MathematicgluEation, Teachers
Training
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1. INTRODUCAO

A teoria dos numeros é a area da matemética qeesse estudos sobre as propriedades
dos numeros inteiros.

“[...] Numa carta dirigida a Bernhard Frénicle desBy, Fermat anuncia um
resultado surpreendente: € um primo e um inteiro que nao é divisivel por
p, entdop, divide a PL]1. Na mesma carta comenta: “Eu lhe enviaria a
demonstracdo se ndo temesse que ela é demasiagwidam(MILIES e
COELHO, 2006, p. 98).

A primeira demonstragéo desse resultado, conhecnm “pequeno Teorema de Fermat”,
foi publicada em 1736, quase um século depois,Buber. Posteriormente Euler deu outras
demonstragbes do mesmo resultado. Numa delas, tiélem dreqlientemente os “restos de
divisGes pomp”, que deram origem a Teoria das Congruéncias. Egtedo de trabalho também
foi usado por Lagrange e Legendre, mas sO se taxplicito nasDisquisitionesde Gauss, na
gual aparecem a defini¢cdo precisa e o simbolisnecsguisa até hoje.

Embora o estudo da aritmética esteja presente wmokwWos do ensino obrigatério em
todos os paises, ha muito tempo, conforme afirma €iGimenes (2006), 0 mesmo n&o acontece
com a aritmeética desenvolvida por Gauss, tambénhemitia como aritmética modular. No
entanto, apesar da aritmética modular ndo ser amea @a matematica “contemplada” nas salas
de aulas em todos os niveis, usamos os restosvils@ed para resolver diversos problemas no
nosso dia a dia. Portanto, embora este concejéo pseico trabalhado na educacdo basica,
acreditamos que tenha um potencial motivador parapeendizagem, pois & de facil
contextualizacdo, possibilita a elaboracéo dedsiles didaticas capazes de desafiar os alunos,
consolida o aprendizado do conceito de divisibielapossibilita um contexto diferente do
conhecido pelos alunos para a realizacédo das dgeragitmética e promove o desenvolvimento
do pensamento conceitual, por outro lado permite qualuno veja a importancia das
propriedades (comutativa, associativa, etc... pstas ndo sao satisfeitas sempre, na aritmética
modular.

A questdo que orienta a investigacdo apresentada texto é: como € possivel promover
o desenvolvimento do pensamento aritmético e alggbatravés de atividades didaticas que
envolvem os conceitos da aritmética modular? Dewdirealizar este estudo junto a professores
do ensino basico explorando o conceito, as propdiesie aplicacdes da aritmética modular.

Esta investigacéo se justifica por varios motis#) eles: a) contribuir para a formacéo
continuada dos professores que atuam na educagima;bl) explorar as possibilidades da
aritmética modular para o desenvolvimento do rdciodogico e pensamento conceitual entre
alunos do ensino fundamental e médio; ¢c) consoéidgresquisas sobre o ensino e aprendizagem
desse tema, que sao relativamente esparsas e eesclas; e, ainda d) desenvolver novos
encaminhamentos para iniciativas de formacgéo indgaprofessores em matematica, tanto no
ensino médio quanto no ensino superior, as quaikaeproduzem modelos tradicionais.

2. REFERENCIAL TEORICO

Este trabalho buscou nos estudos de D’Ambrosio §198’Amore (2007), Lins e
Gimenez (2006), Portanova (2005), Santald (2008agconcelos (2000) suporte para realizar
reflexbes sobre os encaminhamentos da pesquisadecacdo matematica. No que se refere a
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utilizacdo de conteudos da teoria dos niameros sm@&rbasico recorremos aos trabalhos de
Resende (2007), Costa (2007) e Groenwald (2009).

O mundo em que vivemos esta em constante transgfaom®s avancos tecnoldgicos e o
processo de globalizacdo colocam o homem do s&Xilaiante de novos desafios. Por conta
disso, tanto a escola, quanto os professores destn preparados para adaptar o ensino, seja
em conteudo, seja em metodologia, a estas mudéegsndo Santal6 (2008)

A missdo dos educadores é preparar as novas gerpgfe 0 mundo em que
terdo de viver. Isto quer dizer proporcionar-lhesngino necessario para que
adquiram as destrezas e habilidades que vao necgsaia seu desempenho,
com comodidade e €ficiéncia, no seio da sociedadesgfrentaram ao concluir
sua escolaridade (p.11).

Nesse contexto, a formagédo de um aluno criticep aiautbnomo na construcdo do seu
conhecimento passa a ser 0 objetivo do processoertd#no e aprendizagem. Assim
compreendemos que

a capacidade de raciocinio de um aluno desenvehadongo de um periodo
de tempo e esta intimamente ligada a vivéncia de gama de experiéncias
variadas e potencialmente ricas, relacionadas afarentes tipos de
pensamentos que estéo inter-relacionados aosrd#ereamos da matematica: a
l6gica, a aritmética, a algebra, a geometria, hdabiidade e a estatistica, e que
devem ser, especialmente no ensino fundamentasamados como um todo
integrado, num curriculo em espiral, organizado ngrau crescente de
complexidade. (PORTANOVA, 2005, p.19).

Sendo assim, para que 0s alunos possam desenggbegiIsamento matematico, € preciso
fazer com que eles vivenciem experiéncias didatgas explorem as diferentes areas do
conhecimento matematico. Ainda segundo Portendd@5(2 o desenvolvimento do pensamento
aritmético se da inicialmente a partir da constuda conceito de nimero e do sistema de
numeracao decimal, posteriormente, amplia-se coongreensao do significado das operacdes
matematicas, permitindo seu uso adequado na ré@sotlegproblemas.

Atualmente, no ambito da pesquisa em educacdo rattamesta-se explorando a
concepcdo de sentido numérico. Lins e Gimenez (2afinem sentido numérico como o
conjunto de caracteristicas capazes de estabelewerelacdo entre 0os nUmeros e as operagdes
matematicas, com o objetivo de resolver problendentre estas caracteristicas destacam a
capacidade de descobrir significados para os nismeeas operacdes, reconhecer o valor relativo
dos nameros, identificar padrbes, estabelecerdetaentre diferentes quantidades e desenvolver
estratégias de raciocinio para resolucdo de prasem

Nesse sentido pode-se dizer que os procedimeritostcos constituem um sistema de
organizacdo que servem a resolucdo de problemamdQudentificamos a possibilidade de
generalizagdo no trabalho aritmético podemos lesalunos a estabelecerem uma relacdo com
a algebra, tornando-a significativa. Segundo Poxtan(2005), “[,,] os trabalhos com a
aritmética devem se desenvolver juntamente com gebé, um implicado com o
desenvolvimento do outro” (p.24).

No que diz respeito a concepcdo de pensamentor@igéamos considerar a definicdo
dada por Portanova (2005):
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O pensamento algébrico é desenvolvido a partir dwdes béasicos
empreendidos na area da aritmética, uma vez qumo j& perceba a existéncia
de diferentes conjuntos numéricos e das operagsveis de se realizar entre
0s seus elementos. (PORTANOVA, 2005, p.24).

A autora destaca ainda que o desenvolvimento deapgnto algébrico pode levar os
alunos a realizar abstragfes e generalizacfes &uenam possiveis no nivel do pensamento
aritmético. De acordo com Lins e Gimenez (2006):

A educacao algébrica se d4 na medida em que agdrodie conhecimento
algébrico serve ao propésito de iluminar ou orgamigma situacdo, como uma
ferramenta e ndo como objeto primario do estudiNSLE GIMENEZ, 2006,
p.109).

Para esses autores pensar algebricamente é penpeoduzir significado para os nimeros
e as operacles aritméticas, trabalhar com as pdaglés das operacbes sem relaciona-las a
objetos fisicos e operar sobre 0s numeros comadeévariavel.

Com base nos argumentos expostos, entendemos mparglise e na compreensao das
estruturas matematicas, na relacdo com o conceit@aiiavel e na producéo de significado para
0S numeros e as operacdes aritméticas que a alggdme um papel de destaque no estudo da
matematica.

A educacédo para a cidadania, que é um dos gramjiets/os da educacdo de hoje, exige
uma “apreciacdo” do conhecimento moderno, impregrael ciéncia e tecnologia. Assim, o
papel do professor de mateméatica é particularmenportante para ajudar o aluno nessa
apreciacdo, assim como para destacar alguns dastantes principios éticos a ela associados.
(D’AMBROSIO, 1996, p. 87). O professor assume urpgbaecisivo na formagédo do cidadéo,
pois suas concepgdes educacionais e conhecimentiissionais contribuirdo para a formacéo
do pensamento de seus alunos. Concordamos comiddsio (1996) que

“0 grande desafio para a educacdo é pbér em piddieao que vai servir para
amanhad. Poér em prética significa levar pressuposdsicos, isto €, um
saber/fazer acumulado ao longo de tempos passaal@sesente. Os efeitos da
pratica de hoje vdo se manifestar no futuro. Se @satica foi correta ou
equivocada s6 serd notado ap6s 0 processo e seowird subsidio para uma
reflexdo sobre os pressupostos tedricos que ajudardever, reformular,
aprimorar o saber/fazer que orienta a nossa prdficAMBROSIO, 1996, p.
80).

3. METODOLOGIA DE PESQUISA

Para a realizacdo desse estudo optamos por uma@agbar qualitativa do tipo pesquisa-
ensino. Segundo Penteado (2010), pesquisa ensagoeta realizada pelo professor durante a
sua pratica docente. Nossa investigagdo esta ssdmvolvida em duas etapas. A primeira
constituiu-se em um levantamento bibliografico #egunda, por sua vez, na implementagéo de
um experimento de ensino, que de acordo com Grdén®auer e Frank (2005), busca criar um
espaco de discussdo, onde os alunos possam refldétirscar solu¢cdes para os problemas
propostos, e o professor, através da observac&o analise das conjecturas levantadas pelos
alunos, possa promover o desenvolvimento da atieida

Xl CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011



Aritmética modular e suas possibilidades na forneagdntinuada de professores de matematica 5

O estudo aqui apresentado foi realizado como pdetmossa pesquisa e consiste em um
curso de extensdo para professores de matematieasdw basico, com o tema “Introducdo da
aritmética modular na educacéo basica”. Contou aoparticipacdo de cinco professores de
matematica da rede municipal de Duque de Caxiayesdomo carga horaria 12horas/aula. O
curso foi realizado em trés encontros de 4h/a cadgeriodo da manha (08:00 as 1200). O
primeiro encontro ocorreu em uma das salas do aeddestrado em Ensino das Ciéncias da
UNIGRANRIO, os dois seguintes, em uma sala de &suma Secretaria de Educacdo da
Prefeitura de Duque de Caxias. O registro dos esefdi feito por meio da observacdo
participativa com o auxilio da gravacédo de audrideo.

4. DESCRICAO DA EXPERIENCIA

Iniciamos o primeiro encontro com a apresentacacat professor e, na sequéncia,
fizemos um esclarecimento sobre a natureza ciemtitio curso, informando que esse
experimento de ensino faria parte de um trabalhpedguisa para o Mestrado em Ensino das
Ciéncias na Educagdo Basica da UNIGRANRIO. Foi ensélicitada a permissdo dos
participantes para a realizacdo da pesquisa, atdavéermo de consentimento livre e esclarecido
(TCLE). Em seguida distribuimos um questionarioicemmndémico que continha perguntas
sobre familia, situacdo econbmica, moradia, formaeatrajetéria académica, experiéncia
profissional, quantidade de empregos, outra atilddarofissional e carga de trabalho semanal.
Este questionario foi prontamente respondido pododo os participantes. Levamos
aproximadamente 30 minutos nesta etapa.

A metodologia de ensino adotada durante as aulaa fesolucdo de problemas. Esta
proposta metodolégica defende a apresentacéo dtepra antes dos conceitos e das técnicas de
como resolvé-lo, permitindo que os alunos assumam postura de investigacdo frente a
gualquer situacdo ou fato que possa ser question@doacordo com Smole (2007) a
metodologia resolucédo de problemas corresponde modo de organizar o ensino, indo além
dos aspectos puramente metodoldgicos. Implica tardadtonsciéncia frente ao que € ensinar e,
consequentemente, do que significa aprender.

As atividades didéaticas elaboradas para todas ks doram planejadas de forma a
promover a reflexdo sobre os conceitos envolvidderecer um contexto de formulacdo e
validacdo de conjecturas, possibilitar a identffé&@ade padrbes de comportamento e estimular a
capacidade de generalizar com o objetivo de respihablemas. Apresentamos, a seguir, duas
atividades desenvolvidas individualmente pelos geedres durante o curso “Introducéo da
Aritmética Modular na Educacdo Basica”. A primedtavidade foi desenvolvia pelo professor
Renato, como apresentada na Figura 1.

Entendemos que a resolucéo passo a passo de apdalesse problema induz ao conceito
de congruéncia modulo m, portanto, durante o cofnentdas estratégias utilizadas pelos
professores fizemos intervengdes e apresentamosilfoente os conceitos envolvidos. De uma
forma geral os participantes do experimento na@sgmtaram dificuldade para resolver as
atividades. Nos trés primeiros problemas (letrds &), todos os professores adotaram a divisdo
como procedimento de resolugcédo, determinando asespgle acordo com o0 resto encontrado
nessa divisao. Acreditamos que o padréo nas respdes participantes deu-se em virtude da
socializacdo das estratégias utilizadas na atieigaderior e nas discussdes geradas. O mesmo
ndo aconteceu nos problemas seguintes (letrad)dpade os métodos de resolucao diferem uns
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dos outros, mas preservam a idéia de trabalharocarsto da divisdo por sete. No problema da
letra “g”, onde pedimos para o0s participantes edt@lessem a relacdo existente entre a
distribuicdo das areas e os dias da semana, talggofessores responderam que as areas
estavam distribuidas de acordo com o resto encmtna divisdo por sete, no entanto, em
nenhuma das respostas dadas encontramos refea@neailgoritmo da diviséo, isto €, 7q + r,
como um algoritmo adequado para resolugéo dosqrad.

?UL)/ 1° Encontro: AtiAviidades propostas

1. Uma empresa de coleta de lixo dividiu o municipio de Duque de Caxias em 171

dreas para realizar pontualmente a coleta de lixo nas residéncias.

Foi feito um cronograma para a coleta de lixo, de acordo com a tabela abaixo:

Domingo |2°feira 3° feira 4° feira S°feira 6° feira Sabado
1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 327 R

Responda as questdes abaixo:

a) Em que dia da semana a darea de R

ro 71 deve esperar o caminhdo de lixo.

b) Em que dta da semana a drea dc numero 95 deve esperar o caminhdo de lixo.

Qs 1% e L{~/[0mr-m K
s

EES

d) Quantas dreds di iferentes essa empresa de coleta de lixo visita na 3° feira? E no

_sdbado? 42.1 L# 474 > cal ma TERC 4

I35, 29 L= Qo = 474 P e 2y

| o Say = T P P

—.e)- Qual/rfﬁumdf) da area que fica 4 linhas abaixo da drea 91?7 5= “ K J
44 L2 44 =313 Fois EIES

< = L 21

» Qual o numero da drea que fica 7 linhas acima da drea 155?

18's L3 1852 F 2244 B A A )O‘Z}
e 22 ﬂ 3214 j;:; A Fh-F-1548 E__{,
g E possivel estabelecer uma relagao entre a distribuicdo das dreas e cada dia da
semana? Qual?
_é__fﬂ . O nects da SoiaD prs e ooda doca o P ok ca
& iz do neerama Wt @ @rte neia’ Gndonfls e peln colde e Lo y R L e

P2Ei ben e ;.A.«,;é«h He oas L e @A Ve G e

Figura 1. Problema introdutério ao conceito de cogruéncia modulo m

Durante os comentarios um dos professores comeaqieudevido as varias operacdes
matematicas envolvidas na resolucédo desse probenagossivel utilizar essas atividades para
abordar expressfes numéricas no oitavo ano, ponmae Luiz complementa dizendo que,
como estavamos trabalhando com os nimeros nateraipossivel propor essas atividades para
turmas do sexto ano. Nesse contexto, onde os iparttes tentavam estabelecer o publico e o
conceito a ser trabalhado com as atividades debeta® o professor Fred faz o seguinte
comentario:
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Fred: [...] cada um pode pegar um problema desslizar uma de suas idéias, que estédo
muito legais, para usar em sala de aula. Eu jgpeosar em varias coisas, como eu vou
usar e em que série eu vou usar aquilo [...] 3& @oso pensar em expressao algébrica
no oitavo ano. Naquela outra questdo que nés estsvdazendo, por exemplo, eu
estava pensando, eu falei, ndo, eu montei umaerpressdo numérica 91 + 4.7. Eu ja
penso varias paradas ali, se eu trabalhar issaiimboge no sexto ano, eu ja penso até
em trabalhar ordem de prioridade das operacdesxpnessdes numéricas, [...] cada
pessoa que pegar isso ai, vai pensar em quinhevites diferentes. Vocé ta jogando a
idéia e eul[...]

Luiz: [...] a letrad é formidavel, questdo formidavel, porque a seqaéoomeca, ela ndo
comeca por um multiplo de sete e ai d& essa digipe;tendéncia do aluno na légica,
possa marcar o sabado e a terca-feira com a masmnédade [...].

O professor Renato explica que ao resolver o pnudbl@a segunda lista, pensou:

Renato: [...] como é que um aluno que temttandido a dindmica da coisa resolveria isso? Qual
0 numero da area que fica 4 (quatro) linhas abdéxérea 91 ? Bem, 91+7 deixa resto
zero, sdo treze grupos completos, 91 = 7. 13. Hntéibnha abaixo é 7. 14, duas linhas
abaixo € 7. 15 [...]. Esse foi o raciocinio quepensei. Como é que o aluno ia pensar
isso? Eu acho que ele ia pensar assim.

Aproveitamos para comentar que resolu¢cdes comdtasas acima podem auxiliar na
compreensao do conceito do algoritmo da divisddePms mostrar o papel que cada parcela
(divisor, dividendo, quociente e resto) desempearehaperacao divisdo. Durante o cuespartir
dos resultados desses problemas, definimos corgau@modulo m, introduzimos a idéia de
operacao de classes de resto e exploramos o andeeitasses de equivaléncia.

A atividade que apresentamos na Figura 2 teve ocobpetivo identificar e explorar a
utilizacdo da aritmética modular em atividades titd& que envolvem a criptografia.

O problema 1 (letra a, b, c) consiste em propor padicipantes que codifiquem
mensagens utilizando o método de criptografia desamo problema. Solicitamos aos
participantes que encolhessem mensagens diferpatascodificar e trocassem as mensagens
para que pudessem decodificar. No inicio houve @eag duvidas, como por exemplo: Basta
trocar a letra pelo nimero correspondente na tabedlamar o valor da chave K? Quando o
resultado dessa soma ndo pertencer a tabela, tagp® Apds os esclarecimentos necesséarios
demos prosseguimento a atividade. Tirando pequenos de substituicdo de letras, todos
entenderam a idéia da atividade e fizeram correteeneNo problema 2, pedimos que os
professores, baseados no método descrito no prablelamborassem um algoritmo capaz de
codificar e outro capaz de decodificar as mensagkpesar dos professores mostrarem que
haviam compreendido o funcionamento do método igeografia, reconhecendo inclusive que
se tratava de uma congruéncia modulo 26, elesar@eguiram resolver o problema. Decidimos
entdo fazer com eles passo a passo, apresentaedaiate resposta para o problema:

O método descrito acima consiste em somar o nueguivalente a letra da
mensagem e a chave K, substituindo o resultadcadesma. Observe essa
soma nado pode ser superior a 25, pois de acordoadabela, ndo existe letra
no alfabeto que corresponda a um nimero maior gbieSzja P o digito
equivalente a uma letra do texto original, C o thigequivalente a letra do texto
cifrado e K a chave, entdadC = (P + K) mod26. A decodificagcdo pode ser

feita pela: (C — K) = P mod26.
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Figura 2. Enunciado do problema de criptografia
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Figura 3. Questdes referentes ao problema de cripgeafia
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O Professor Beto e os demais participantes do daram acompanhando a explicagcéao e
resolvendo os problemas propostos. Ao final dalue&o, perceberam que nao se tratava de uma
atividade muito complicada, confirmando que eledigno ter resolvido.

Sobre esse problema o professor Renato faz orgegumentario:

Renato: Bem melhor do que eu pensei,gdénsn troco mais dificil. Pensei assim, seja
N um namero qualquer, (N+K 0 mod 26, mas néo vai adiantar nada porque

ndo é o objetivo, eu ndo vou achar a letra cifradlasé percebo se vai ser
cbngruo a zero modulo 26]...].

Os participantes do curso ndo apresentaram difideldno problema 3 (trés). Logo
perceberam que independente de K poder assumiguwgpralalor inteiro, as possibilidades
estavam restritas aos possiveis restos deixaddisisdo por 26.

No problema quatro somente dois professores respammdcorretamente e justificaram sua
resposta, se referindo a restricdo do conjunto rdoseros inteiros, em relacdo a operacao
divisdo. Segue o comentario do professor Renatie sua resposta:

Renato: N&o, porque quando vocé estéiplicsindo, para vocé tentar decodificar, vocé
pode cair em nimero que ndo divida o outro, posgugocé multiplica [...].
Primeiro problema é multiplicar, vocé consegue aahgfra e quando vocé vai
decodificar vocé vai dividir na divisdo, vocé pateontrar um nimero que nao
é divisivel pelo outro, ai vocé foge do campo absiios.

Durante os comentéarios surge um questionamentaalessor Fred, sobre a existéncia da
criptografia através de matrizes:

Fred: Mas assim, existe a criptografia feita patrines, dai o ideal seria matriz
inversa...

Luiz complementa:

Luiz: Desde que a matriz seja quadrada, né...
Renato: Quadrada e inversivel...

Aproveitamos esse momento e falamos sobre utédizaiptografia na escola como forma
de abordar assuntos como matrizes, funcdes, eRpgedentre outros temas da matematica.

No problema cinco pedimos que os professores, exelperem que na multiplicacdo o
método de criptografia ndo era eficaz para qualgaler de K, identificassem para quais valores
o método funcionava. Para facilitar a visualizagée professores apresentamos uma tabela de
multiplicacdo modulo 26, em slide. A seguir aprégeios parte dessa tabela:

Tabela multiplicagdo modulo 26

X |01 |2 |3 |4 |5|6| 7| 8 9/ 10 11 12 13 14 15 |16 |17 |18 |20 | 21| 22| 23 24 21
O |[0|0O|0O]0O0O] 0] 0] O] O] O] Of 0f 90 a g b p p |0 |0 |0 |O |0 |O

1 |/0|]1 |2 |3 |4| 5| 6| 7| 8 9 10 11 12 13 14 (15 |16 |17 |18 |20| 21| 22| 23] 24 25
2 |02 4 |6|8| 10 12 14 16 18 20 22 P4 0 2 |4 |6 |8 |[10|12|16| 18] 20| 22 24
3 /0|3 |6 [9]12 15 1§ 21 24 1 4 7 10 Q3 |16 (19 |22 |25|2 |8 | 11| 14| 17 20 23
4 10|14 |8 |12 16 20 24 2| 6 10 14 18 P2 0 4 |8 |12 |16 |20|2 | 6 | 10| 14| 1§ 27
5 |05 |10 15 20 25 4| 9 14 19 24 83 B8 (3 |18 |23 |2 |7 |12 22| 1 | 6 | 11 14 21
6 |0]6 |12 18 24 4| 10 16 22 2 8§ 14 PO 0 [6 |12 |18 |24 |¥0|16| 22| 2| 8| 14 2(
7 |07 |14 21 2| 9| 16 28 4 11 18 25 6 {13 |20 |1 |8 |15|32|10| 17| 24| 5| 17 149
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Nosso objetivo com esse problema era levar os gsofes a perceberem uma propriedade
importante da aritmética modular, conhecida comeetaa da inversad classea tém inverso

em Zn se, e somente geg n sA0 primos entre gt facil visualizar na tabela acima que somente
as classes representadas por numeros primos coénpmsduem inverso. Em um problema

anterior jA4 haviamos explorado superficialmentea gg®priedade, através da construcdo de
tabelas.

Assim como ha atividade anterior, eles ndo consaguidentificar tal comportamento e
assim generalizar. No entanto, os professoregzagain outras conjecturas interessantes através
da observacao da tabela. Perceberam, por exemmosamente os nimeros primos com o 26
possuiam como resultado da multiplicacdo de classles os possiveis restos da divisdo por 26,
ou seja, 0S numeros que possuiam divisores em caommo 26 depois de certo momento, 0S
resultados da multiplicacédo de classes comecanrepsér. Tentaram também verificar porque
a classe 13 s6 tinha como resultado 0 (zero) dtrd8e). Seguem alguns comentarios realizados
pelos professores ao observarem a tabela:

Renato: N&o funciona para K = 0.

Luiz: Eu vou ter letras repetidas representanttadediferentes, eu posso pegar uma
mensagem codificada com 5 (cinco) a, mas o primgirepresenta um r, o
segundo representa um s, eu ndo tenho como faper is

Apbs os esclarecimentos e a apresentacdo forntabdema da inversédo, com o auxilio da
tabela, os professores comentaram:

Luiz: Putz, pode cré, formidavel.

Fred: Show de bola.

Renato: E essa Ultima eu néo ia pensar mesmo.

Fred: Era dificil de pensar.

Luiz: A criptografia ndo é uma coisimples. E chato para trabalhar. E maneiro

assim, uma questdo viavel, mas a gente trabalhaoctator tempo, se vocé
coloca isso em uma prova, nego vai ficar 2 (duagashfazendo [...]. Da para
fazer uma questéo de criptografia, eu acho quég.sjm

Ao final dessa discussdo agradecemos aos partiepaoela participacdo e pelas
excelentes contribuicdes que deram no decorreudmc

CONCLUSOES PRELIMINARES

Um dos nossos objetivos durante o planejamentaim @ra elaborar atividades baseadas
no conceito da aritmética modular que levassemrofegsores de matematica a ampliar sua
compreensdo e promover o desenvolvimento do pemsaraetmético e algébrico. Dentre as
conclusdes preliminares, podemos destacar que afespores que participaram do estudo
demonstraram ndo estarem familiarizados com o dome congruéncia modulo m.

Durante o curso, notamos que os professores deraarst dificuldades e um pouco de
resisténcia ao trabalharem os problemas que exigiam argumentacdo formal dos conceitos
envolvidos ou exploravam uma parte conceitual durae. Além disso, foi possivel perceber
gue os participantes ndo estavam acostumados avdes®, em sala de aula, atividades como
as trabalhadas nos encontros.
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Considerando que a formacéao inicial desses docemtaseu hi, em média, 10 anos,
suspeitamos que esses conceitos ndo foram trabald@dmodo adequado, um fato ja indicado
pela pesquisa de Resende (2007), que estudouificsida da disciplina Teoria dos NUmeros na
licenciatura. Esta autora destaca que as discplj@ abordam topicos da teoria dos numeros
nos cursos de licenciatura em matematica ofereqetss universidades brasileiras tratam os
conteudos de maneira tradicional, carecendo de abnedagem que privilegie a formagdo do
professor de matematica da escola basica e deatam&nto pedagogico do conteudo adequado.

Outra constatacdo refere-se a apropriacdo do combieto tedrico sobre aritmética
modular pelos participantes do estudo. Percebemmmvéa da analise das atividades
desenvolvidas durante o curso que os professopss aonhecerem a proposta didatica
fundamentada no conceito de congruéncia moduloasggram a utilizar esses conceitos como
ferramenta para resolucéo dos problemas seguintes.

Consideramos, a motivacdo dos professores, um ppositivo do estudo, eles se
mostraram bastantes entusiasmados com o0s problprogestos e as idéias levantadas,
procurando sempre que possivel relacionar as atlegl que estdvamos desenvolvendo com a
realidade da sala de aula. Dentre os assuntostaalosnpelos professores, que poderiam ser
trabalhados a partir das atividades propostasachkesios: expressées numeéricas, expressdes
algébricas, sequéncias, progressao e algoritmavitsio. No entanto, ao longo das aulas eles
perceberam que o leque de possibilidades era amadtar, por exemplo, podiamos explorar o
conceito de classes de equivaléncia, as proprisdiakeoperacdes matematicas em um contexto
diferente do usual, um sentido para a divisdo ameends inteiros ndo construido com o uso da
operacdo em situagdo de reparticdo, além de pronoveontexto de formulacédo e validagéo
de conjecturas.

Essa experiéncia também indicou a necessidade mdaratos os conhecimentos
especificos aos metodoldgicos, isto é, de promavesmpreensao dos conceitos matematicos
através da pratica pedagogica. Portanto, acredstagme iniciativas como a proposta nesta
pesquisa, podem constituir oportunidades de formagdntinuada, durante as quais 0sS
professores do ensino basico podem revisitar osettes matematicos com propaositos didaticos.
Sobre essa questdo, destacamos o trabalho de Maebavid (2005), que estudaram o
conhecimento matematico do professor, sua formagdiGtica docente na escola basica. Estes
autores destacam que a formagdo matematica naiibera ainda desenvolve-se baseada nos
valores conceituais e estéticos da matematicafttante estes sdo insuficientes para matematica
escolar e as vezes até mesmo inadequado. Este sstyele que a concepcao sobre formagéao de
professores deve levar em conta a especificidadgatbalho docente e tomar a matematica
escolar como referéncia.

Para Lins e Gimenez (2006) a aritmética do sécookerece respostas a problemas
tedricos muito recentes, como a matematica disceetiptografia, a exploracdo maxima na
economia, os problemas de minimizacéo, a andlisgnca, os problemas de interacdo, dentre
outros. Para os autores a aritmética ndo podesdarida a regras escolares ou a aritmética dos
nameros naturais, ela deve ser desenvolvida nataestom o objetivo de resolver problemas.

Os resultados preliminares desta investigacao andique, mediante a escolha adequada
dos conteudos e da metodologia de ensino, o esteidssuntos inerentes a teoria dos numeros
favorece o desenvolvimento de idéias fundamentaisndtemética, tais como: conjecturas,
argumentacdes e demonstracfes, além de ajudatuskmes no entendimento conceitual da
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aritmética e da algebra. Cursos como o descritte hiebalho oferecem uma oportunidade impar
para o desenvolvimento do pensamento conceituad entprofessores da escola basica, criando
novas possibilidades para a melhoria da qualidadsdino de matemética no Brasil.
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