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Resumo

Este artigo advém do meu trabalho de pesquisa com livros-texto de matematica. O
texto escolar nos desafia quando se tem por alvo ir construindo um entendimento do
conteido da matematica escolar em seu processo histérico-cultural. Nesse sentido é
que submeti a andlise a presenca do teorema de Pitdgoras, em livros-texto de
geometria plana elementar, relatando aqui parte do estudo referente aos Elementos de
Geometria F.1.C.: justamente, fatores caracteristicos do modo pelo qual o teorema de
Pitdgoras € demonstrado, revelam o lugar chave que a proporcionalidade, a
correlagdo geometria-aritmética-dlgebra e os diferentes modo de prova ocupam na
abordagem dos contetidos elementares em matemdtica. A partir dai estabeleco
algumas inferéncias.
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Introducao

O teorema de Pitdgoras € um assunto atual nos contetidos dos livros de matemadtica para o
ensino bésico e comumente consta dos livros elementares em sua forma algébrica b? + ¢’ = a%,
indicando a relacdo métrica entre os lados de um tridngulo retangulo. Sendo caracteristico, nesse
caso, a abordagem voltada a aplicacdes préticas, a resolucdo de problemas a qual se adequa as
propostas de ensino hoje em voga.

Mas o texto escolar nos desafia quando se tem por alvo ir construindo um entendimento do
conteido da matemadtica escolar em seu processo histérico-cultural (Schubring, 2005; Carvalho,
2006). Nesse sentido € que submeti a andlise a presenca do teorema de Pitdgoras, em livros-texto
de geometria plana elementar, relatando aqui parte do estudo referente aos Elementos de
Geometria F.1.C.: justamente, fatores caracteristicos do modo pelo qual o teorema de Pitdgoras é
demonstrado, revelam o lugar chave que a proporcionalidade, a correlacdo geometria-aritmética-
algebra e os diferentes modo de prova ocupam na abordagem dos conteidos elementares em
matematica. A partir dai estabeleco algumas inferéncias.

Examinei um exemplar dos Elementos de geometria, livro da série de publicacdes F.I.C.
editado em Paris no ano de 1933, sem nimero de edi¢do; versao para o portugués de Eugenio de
Barros Raja Gabaglia. A sigla F. I. C. indica uma série de publicacdes com origem, em 1660, nas
escolas francesas da congregacao Freres de I’Instruction Chrétienne. No Brasil, esse compéndio
foi indicado no periodo 1923-1931 pelos programas do Colégio Pedro II tendo, entre nds, longa
permanéncia visto que ha edi¢des tardias datadas dos anos 50.
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Temos sob andlise um livro tipo elementos de geometria que trata de geometria plana
elementar e se caracteriza pela estrutura dedutiva teorema-problema - cada livro ou capitulo tem
inicio com as defini¢cdes ao que se segue a série de proposi¢des e respectivas provas - sendo esta
uma caracteristica do livro tipo elementos de geometria, que ao longo de séculos constituiram
parte do acervo escrito da matematica escolar. Os teoremas tém por objetivo demonstrar que um
objeto que sabemos existir possui ou ndo possui uma propriedade; os problemas propdem que se
demonstre a existéncia das figuras geométricas. Com efeito, o livro tipo elementos de geometria
remete ainda ao fato de que os contetidos escolares que hoje de modo geral estdao englobados nos
livros de matematica, tém um percurso histérico marcado pela divisdo em trés grandes ramos —
geometria, aritmética e dlgebra - gerando ao longo de séculos as publicagdes designadas como,
elementos de. Historicamente, temos essa organizagdo temdtica dos conteddos da matemética em
geometria, aritmética, trigonometria, dlgebra, entre outros casos (....... , 2008a).

O Elementos de Geometria, F.I.C. apresenta duas provas distintas do teorema de Pitdgoras
—uma com base em semelhancga de figuras e a outra pela equivaléncia de areas — fato que leva a
questionar: como a presenca de duas provas distintas para o teorema de Pitdgoras estd justificada
no contexto dedutivo do livro? Essa busca na verdade me levou a reconhecer a abordagem do
livro notavelmente operando com um conjunto de definicdes e demonstragdes que, em suma,
explicita que as relagdes métricas estabelecidas a partir de igualdades proporcionais caracterizam
a prova, no primeiro caso; revela ainda a correlacio entre os trés grandes ramos da matematica.
Ja no segundo, a abordagem estd marcadamente filiada ao método geométrico euclidiano de
prova.

Contexto da primeira prova do teorema de Pitagoras — semelhanca de figuras

A demonstracdo do teorema de Pitdgoras pela semelhanga de figuras, consta do Livro III:
Figuras semelhantes, item VI — Relacoes numericas das linhas nos triangulos. Preliminarmente,
o texto apresenta as defini¢des que associam segmento de reta e medida numérica, ou seja,
associam geometria e aritmética,

245. Chama-se quadrado de uma linha o quadrado do numero que exprime o comprimento d’essa
linha.

Chama-se somma, differenca, producto, quociente ou razdo de duas linhas, a somma, a differenca,
o producto, o quociente ou razdo, dos ndmeros que exprimem os comprimentos d’essas linhas com
relacdo 4 mesma unidade. (p. 103)

Segue-se a defini¢do de projecdo, passo necessdrio no encaminhamento da prova em curso
e, logo ap6s, uma observacdo que deve ser examinada atenciosamente. Note que as identidades
algébricas (a b)* e (a + b)(a - b) comumente denominadas nos livros atuais de matemdtica para
0 ensino basico como produtos notdveis, denominam-se férmulas algébricas no Elementos de
Geometria F.I.C. Nao raro, venho constatando tais ocorréncias neste € em outros livros-textos
desta mesma época ou mais antigos € mesmo posteriores. Assim, a nomeagdao dos objetos
matematicos em uso nos livros-textos apresenta-se como uma problematica que demanda
pesquisa.

Com a observacdo, abaixo, o encaminhamento da abordagem explicita como se estabelece
a correlacdo geometria-aritmética-algebra.
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246. Observagdo. No estudo das relagdes numericas, frequen-
temente se empregam as seguintes férmulas algebricas
(a+b)2=a2+ b2+ 2ab
(a—b)?2=0a24-b?—2ab
(a+b) (a—b) =a2—0b?

0s symbholos « e b podendo representar linhas, as férmulas
acima se enunciar como se segue :

1° 0 quadrado da somma de duas linhas é igual ao quadrado
da primeira, mais o quadrado da segunda, mais duas vezes o pro-
ducto d’essas duas linhas.

20 0 quadrado da differenga de duas linhas é igual a0 quadrado
da primeira, mais o quadrado da segunda, menos duas vezes o
producto d’essas duas linhas.

3 A somma de duas linhas, multiplicada pela differenca, é
igual ao quadrado da primeira linha, menos o quadrado da se-
gunda, isto é, igual & dilferenca dos quadrados d’essas linhas.

Figura 1. Férmulas algébricas, Elementos de Geometria, F.1.C.,1933, p. 104.

Vejamos: conforme as definicdes de abertura no topico Relacdes numéricas das linhas no
triangulo, citadas anteriormente, quando as operacdes aritméticas referem segmentos de reta
(linhas), ou seja, objetos geométricos, elas indicam que se opera com o nimero que exprime 0s
respectivos comprimentos dos segmentos. Complementarmente, ainda pela observacdo em pauta,
as igualdades que indicam relagdes numéricas, ou seja, operagdes com nimeros, podem ter a e b
representando também segmentos de reta (linhas), objetos geométricos. Voltaremos a
importancia dessa passagem que pode ser esquematizada assim:

segmento de reta — valor numérico associado — representacdo algébrica associada

ou seja, fica estabelecida a correlacdo geometria-aritmética-algebra.

Em seqiiéncia, o desenvolvimento do assunto implica no conceito de média proporcional
entre segmentos com o que se estabelece a proporcionalidade entre a altura e a projecao, sobre a
hipotenusa, dos lados que formam o angulo reto, no caso do tridngulo retangulo. Essa passagem
¢ fundamental porque justamente as igualdades que dai resultam, passam a ser vistas como
igualdades numéricas ou algébricas.

Constam do extrato, abaixo, os indices (n° 224) e (n° 220) que justificam a prova, ou seja,
justificam a semelhanca dos dois tridngulos, revelando o carater dedutivo da abordagem. Temos
o item “n® 220. Chamam-se polygonos semelhantes os que tém os Angulos respectivamente
iguaes, e os lados homologos proporcionaes” (p. 92) e o item “n°® 224. Dois tridngulos retingulos
sdo semelhantes quando tém um angulo agudo igual” (p. 94). Note que essa € outra caracteristica
do livro tipo Elementos de Geometria, o texto é indexado e, com isso, torna-se recursivo: a
demonstragao de um teorema estd permeada por indices que reenviam a proposi¢des ja vistas.
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Theorema.

247. N'um triangulo rectangulo

e Cada lado do angulo recto émedia proporcional entre sug
projecgao sobre a hypotenusa e a hypotenusa inteira;

A 2° A altura ¢ media proporcional entre
‘ os dois segmentos que ella determina sobre
1 1 \ a hypotenusa. :

7 i N 2 v - .
e o Scja. ABC um triangulo rectangulo, €
: CL——"" -~ = seja AD a perpendicular abaixada do ver
¢omeseemas Se-s o tice do angulo recto sobre a hypothenusa

ig. 181. .
Fig 1.° Os triangulos rectangulos CAB &

CDA”sao semelhantes por terem um angulo agudo commum
(n> 224); podemos pois dizer (n° 220) :
a, hypotenusa do primeiro triangulo, esta para b, hypotemisa

do o Y it ;
o segundo, como b, apposto ao angulo B no primeiro triangulo,
esta para m, seu homolugo no segundo :

a b
b om

Assim tambem, os triangulos CAB & ADB sao semelhantes, e
dao : R

2.° Os triangulos CDA e ADB, semelhantes cada um a CAB, s80
semelhantes entre si, e dio a proporgac ,

m __h
T Logo...

Figura 2. Teorema, Elementos de Geometria, F. 1. C., 1933, p. 105.

Os dois escolios que se seguem completam a demonstracio do teorema de Pitdgoras.
Conforme o Escholio I, temos as igualdades estabelecidas pelas trés propor¢des, acima, que
levam, conforme o Escholio II, a uma prova que resulta de operacdes com estas mesmas
igualdades.

248. Escholio I. F'm todo triangulo rectangulo

0 quadrado d’wm lado do angulo recto é igual ’d sua projecgdo
sobre a hypotenusa, multiplicada pela hypotenusa inteira;

O quadrado da altura é igual ao producto dos dois scéme‘nto:
da hypotenusa.

Com_el‘felto, das tres proporgdes acima, fazendo os productos
dos meios e dos extremos, duduz-se : ;

2= } o
b*=am ci=an ht —mn

Figura 3. Escholio I, Elementos de Geometria, F.1.C., 1933, p. 105.
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249. Escholio II. O quadrado da hypotenusa d’um triangulo
rectangulo é igual & somma cos quadrados dos lados do angulo
recto.

Com effeito, addicionando membro a
membro as igualdades b2=am e ¢*=an,
obtem-se :

b2 c2—am-tan
=a(m-+4n)=ae=a?

Figura 4. Escholio Il, Elementos de Geometria, F.1.C., 1933, p. 105.

O texto apresenta ainda os casos das relagdes métricas dos lados no triangulo qualquer,
além de apresentar os casos das relacdes métricas entre os lados e as medianas e entre os lados e
as diagonais.

As justificativas para a prova do teorema de Pitdgoras, conforme o primeiro
encaminhamento, recaem sobre as relagdes proporcionais que definem a semelhanca de
triangulos. Atualmente esta € a abordagem comum nos livros de matematica quando se apresenta
o teorema de Pitdgoras. Com efeito, o Elementos de Geometria F.I.C. mostra uma propriedade
dos triangulos, no caso, uma propriedade do tridngulo retangulo ou, ainda, o teorema Pitdgoras
sendo escrito algebricamente a partir da proporcionalidade e, com isso, sendo provado por
operacdes com igualdades algébricas. Mas o texto da geometria F.I.C. mostra ainda que o
teorema de Pitdgoras pode ser provado sem o conceito de semelhanca, possibilitando ainda
demais consideragdes sobre os contetidos escolares.

Contexto da segunda prova do teorema de Pitagoras — a equivaléncia de areas

A segunda prova do teorema de Pitdgoras, pela equivaléncia de dreas, consta no Livro IV,
Avaliacdo das superficies, item Il — Relacoes entre as superficies. Inicialmente, o Livro IV
apresenta a defini¢ao de superficie, drea e igualdade entre superficies,

Superficie € a extensdo a duas dimensdes: comprimento de largura.

Area de uma figura é o nimero que exprime a relagio entre a superficie d’essa figura e a

respectiva unidade.

Duas superficies sdo iguaes quando, superpostas, coincidem; e sdo equivalentes quanto tém

a mesma extensdo, a mesma area. (p. 149)

Apés apresentar alguns teoremas sobre a area de figuras planas, o item II — Relacdes entre
as superficies, retoma as identidades algébricas ja citadas, mas em novos termos, como mostram
os enunciados dos seguintes teoremas,

325. O quadrado construido sobre a somma de duas linhas ¢é igual a somma dos quadrados

construidos sobre essas duas linhas, mais duas vezes o retctangulo com essas mesmas linhas (n°

246).

326. O quadrado construido sobre a differenca de duas linhas é igual a somma dos quadrados

construidos sobre essas duas linhas, menos duas vezes o retctangulo com essas mesmas linhas (n°

246).

327. O quadrado construido sobre a somma e a differenca de duas linhas é igual a differenca dos

quadrados construidos sobre essas duas linhas (n° 246).
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Vejamos, como exemplo, a prova do teorema 325,

Theorema.

325. O quadrado construido sobre a sommna de duas lm‘hus 4
{yual @ somma dos quadrados construidos sobre essus duas l'w.thas,
mais duas veses o reclangulo construido com essus mesmas linhas
(ne 246 :

(@b =a?- b4 2ub H
Sejam CD e DE, ou a € b, duas rectas quaes-
quer, e CF o quadrado construido sobre a

somma d'escas linhas. No interior, formemos
o quadrado M tendo a como lado, e prolongue-

mos os lados além do ponto ‘. ¢

A figura total commprehende quatro partes, L
a saber : 08 quadrados M e N, cujos lados sao Fig. 238.
respectivamente a e b, e os rectangulos R e S que tém pof
dimensoes esses mesmos comprimentos. N

i

Logo o quadrado construido sobre a somma...

’

Figura 5. Teorema, Elementos de Geometria, F.1.C.,1933, p. 105.

Observemos, o texto vai dizer quadrado construido sobre a soma de duas linhas (grifos
meus), enquanto anteriormente, foi dito, o gquadrado da soma de duas linhas (grifos meus), e esse

modo distinto de dizer tem correlacdo com os dois contextos distintos em que consta o teorema
de Pitdgoras.

Veja, a seguir, o extrato com a segunda prova do teorema de Pitdgoras. O asterisco (*) no

antepenultimo pardgrafo esclarece que no triangulo ACE e BHC a altura € a distancia entre a reta
que contém a base do tridngulo e a outra que lhe € paralela.

) Theorgma de Pythagoras.
328. O quadrade eonstruido sobre a hypotenusa d win triungulo

rectangulo € ijual & semme dos quudrados construidos sol

re 0s
caletos.

o5
Seja o triangulo rectangulo AL e sejama M, P e Q, os qua-
drados construidos sobre o8 tres lados. Tiremos ADF pex andi-
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cular a CB; tiremos tambem BH e AL, ¢ comlderemos o8 doig
toiangulos &( E e BCH.

0 angulo em C, quer n"um, quer
n'outra d'esses triangulos, se coun-
poe do angulon augmentado d'um
angulo recto, os lados CA e CE do
priuneiro tnanﬂuln 830 iguaes res-
pectivamente a CH e CB do se-
gundo, como lados dos quadrados
P e M. Portanto estes triangulos
820 iZuaes.

O primeiro triangulo ACE ¢ a
metade do rectangulo CEFD ou R,
que tem .2 mesma base CE e a
mesma altura CD; o segundo t1i-
angulo BCH ¢ a metade do quadrado P, que teﬂ; :
base CH e a mesma altura CA™. . ¢

Portante,.o rectangulo R e o quadrado P sao eqmvalenm por
terem metades i iguaes. Da mesina maneira poderia provar-ge qu»
o rectangulo 8 € equivalente ao quadeado Q. Temos po:s R+
ou M=P+4Q.

Logo o quadrado construido sobre a hypothenusa...

Figura 6. Teorema de Pitagoras, Elementos de Geometria, F.1.C.,1933, p. 105.

Note que a prova se desenvolve pela equivaléncia de éreas, envolvendo igualdade entre
angulos, entre tridngulos e retangulos e que, assim, estamos operando no contexto conceitual em
que as propriedades das figuras que determinam o desenvolvimento da prova, ndo estdo
associadas a valor numérico, sendo este aspecto um diferenciador basico das duas abordagens.

Concluindo

Enquanto a primeira prova do teorema depende de cdlculos, a segunda tem um carater mais
geométrico, mais conceitual, e remete a prova cldssica deste teorema, a que consta dos
Elementos de Euclides (300 a.C.). Esta diferenca crucial se estabelece porque que em vez de usar
o conceito de comprimento para os segmentos (sendo o comprimento um nimero real), foi
utilizado o conceito de mesmo comprimento e, como sabemos, dois segmentos t€tm o mesmo
comprimento se eles sdo congruentes, sendo este o procedimento caracteristico do que
chamamos método geométrico euclidiano de prova. (grifos meus) Isso, porque em Euclides nao
ha ndmero independente dos conceitos geométricos, exceto os ndmeros inteiros positivos, usados
para a contagem. Dai o modo euclidiano e geométrico de dizer — o quadrado sobre a soma dos
lados - que se distancia da forma algébrico-operacional que caracteriza a demonstracdo pela
semelhanca de figuras.

O texto da geometria F.I.C., ao trazer um encaminhamento para o processo de algebrizacao
da geometria elementar, mostra como a proporcionalidade ocupa um lugar central no
desenvolvimento dos contetdos escolares. O que caracteriza os livros atuais € o teorema de
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Pitdgoras aparecer na geometria em que os numeros reais sdo dados. Assim, traduzido
algebricamente o teorema ‘“adquiriu um carater de ferramenta adequada a resolug¢ao das questoes
propostas pelo livro” (....., 2008b, p.2).

Moise, quando comenta que a abordagem pela geometria métrica é comum nos cursos
elementares por ser mais simples, diz que frequentemente isso € feito sem se notar e que nao é
facil ver o que estd acontecendo. Porém, um momento de reflexdo nos convencera de que sempre
que vocé designa uma figura, por exemplo, o triangulo retangulo de lados 5, 3, 4, vocé estd
fazendo geometria métrica, quer tenha ou ndo feito tal escolha.

Em estudos a partir do texto escolar, as evidéncias que ai encontramos exigem que
busquemos um quadro explicativo. Com isso nos defrontamos com a natureza histérica do
problema — os contetiidos escolares resultam de uma continua producdo humana, ao longo de
milénios se modificando e, somente sob esta perspectiva, tornam-se desnaturalizados.
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