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Resumo

Neste texto trazemos um relato da experiéncia vivida no curso de formacéo de
professores de Matematica, procurando ressaltar a importancia da Investigacéo na
aula de Matematica. Consideramos uma tarefa realizada com os alunos da
Licenciatura em Matematica na disciplina de Pratica de Ensino. Descrevemos a
investigacdo de uma dupla de alunos que, ao procurar esbocar o gréafico de uma
funcéo, recorre ao conhecimento adquirido em seu curso de formagao e preocupa-se
com 0 modo como a tarefa podera ser conduzida com alunos do Ensino Médio.
Ressaltamos, no relato, a importancia da descricdo feita pelo sujeito que vivencia a
tarefa e do olhar atento do professor para o que, na “fala”, é revelado acerca da
producéo do conhecimento. Analisamos a descricao feita pela dupla apontando o
modo como alguns momentos do trabalho com aulas investigativas pode ser
percebido pelo professor e 0 que tal percepcao revela.

Palavras chave: investigacao, ensino de matematica, formacao de professores,
fenomenologia.

A aula investigativa: compreensao e possibilidades

De acordo com Ponte, Brocardo e Oliveira (2003), os matematicos profissionais, isto é,
aqueles que se envolvem com a producao do conhecimento matematico, fazem investigacdes
para “descobrir” relacbes entre objetos matematicos conhecidos ou desconhecidos, procurando
identificar suas respectivas propriedades.
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De maneira semelhante, como professores, ao adotarmos na sala de aula, uma postura
investigativa, o objetivo € levar os alunos a fazerem descobertas que, em alguns casos, se
revelam tdo ou mais importantes do que encontrar a solugdo para um problema proposto. Ou
seja, na aula investigativa buscamos desenvolver, nos alunos, o habito de procurar pela validade
de um processo que Ihe possibilite tratar um determinado assunto, isto &, que os levem a
construir argumentos que ndo sejam dubios, circulares ou passiveis de questionamentos. Ainda,
segundo Ponte, Brocardo e Oliveira (2003), o envolvimento com a investigagdo matematica é um
recurso valioso para a construcdo do conhecimento e para a producgéo do significado em sala de
aula.

Mas como promover a investigacdo na sala de aula de matematica? Para esses autores a
investigacdo envolve quatro momentos importantes que devem ser considerados pelo professor
que tem a intencdo de trabalhar com aulas investigativas.

O primeiro momento diz respeito ao reconhecimento da situacao. Ou seja, é preciso que a
turma faca exploracGes preliminares nas situacGes propostas e formule questdes (facam
inferéncias) que os levem a compreender o que a situacéo esta exigindo. E o momento de ler a
questdo ndo apenas decifrando os sinais graficos, mas com a intengdo de compreender o que esta
sendo proposto, de identificar o objeto matematico que os simbolos expressam, de compreender
a situacéo.

Num segundo momento passa-se ao processo de formulacédo de hipdteses e conjecturas a
partir da organizacdo dos dados levantados na primeira fase. Ou seja, se 0 aluno leu o problema e
compreendeu o enunciado proposto ele faz um plano de agdo formulando hipdteses que possam
levé-lo a resolver a situacdo. Ele conjectura sobre 0 modo como a situacdo pode ser resolvida.
Langa propostas de solugéo. Analisa e verifica possibilidades de se p6r a caminho da resolucao.

O momento seguinte exige a realizacdo de teste das hipdteses levantadas e eventuais re-
avaliacOes das conjecturas. Isto é, o aluno levantou algumas hipéteses de solugdo do problema e
procura ver se essas hipoteses sdo ou ndo validas, se hd argumentos contrarios que as derrubem
e, Caso isso aconteca, é preciso fazer uma re-avaliacdo da situacdo buscando levantar novas
hipoteses ou corrigir as iniciais de modo que a contradicdo deixe de existir.

O quarto momento da investigacao requer a justificacdo das hipoteses e a avaliagdo do
trabalho realizado envolvendo argumentagfes convincentes (do ponto de vista matematico) ou
demonstracdes. Ou seja, se ndo ha argumentos que contradigam as hipoteses levantadas
inicialmente, e se elas “parecem” ser validas, o aluno devera buscar um modo de justificar essas
hipoGteses, mostrar que elas sdo verdadeiras usando recursos intuitivos (verificagdes) ou
argumentos matematicos (demonstragdes).

Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) enfatizam que, muitas vezes, as tarefas de investigacéo e
as de exploragéo sdo chamadas de “investigacdes” devido ao fato de ndo se conhecer
inicialmente o grau de dificuldade que sera enfrentado por um determinado grupo de alunos.
Uma investigagdo matematica é um processo que propicia ao aluno a construcdo do
conhecimento de uma forma ndo sistémica, ou seja, ele é livre para buscar ou fazer inferéncias
que levem a uma solucéo do problema.

As investigacOes, para tais autores, podem ser caracterizadas como situagdes abertas, ou
seja, sdo situacdes que, de inicio, ndo estdo bem definidas, cabendo a quem investiga o papel
fundamental na defini¢cdo do caminho, considerando qual o ponto de partida e de chegada. O
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aluno, ao investigar, traca um plano estabelecendo o inicio e vislumbrando o fim (ponto em que
deseja chegar). Esse plano tracado ja, de partida, €, numa sala de aula, variado. Entre os grupos
pode haver inlmeros modos de olhar a situagdo e expressar sua compreensdo. Os caminhos sao,
portanto, abertos a interpretacao e, no fluxo das decisdes que sédo tomadas durante o processo, se
diversificarem ainda mais. Vale ressaltar que tal variedade favorece a diversidade do processo e
do produto da investigacdo matematica e exige novos requisitos as competéncias do professor.
Ao adotar-se a postura investigativa em sala de aula exige-se a proposicao de tarefas que
possibilitem, aos alunos, pensarem conceitualmente, e cabe, ao professor, dar o estimulo para
que os alunos sejam capazes de fazer conexdes, estabelecer relagdes e, conseqiientemente, terem
a oportunidade de construir um conhecimento mais rico do que aquele que ja é objetivado, ou
seja, que trata das relacbes matematicas como dadas a priori.

Essa compreenséo foi o que nos motivou a discutir, no curso de formagéo de professores
de matematica, as possibilidades do olhar do futuro professor para as questdes matematicas
levando, eles mesmos, a adotarem uma postura investigativa diante de uma tarefa proposta.
Assumindo que, tal como afirma Bicudo (2000), a construcdo do conhecimento e a construcao da
realidade se ddo num “mesmo movimento no qual o mundo faz sentido para a pessoa, onde
ocorre 0 processo de significagdo, onde se explicitam as significagdes e onde participamos da
construcdo da realidade mundana” (p. 41), elaboramos uma tarefa que, do ponto de vista do
conteldo matematico, ndo oferecia para os alunos da licenciatura, dificuldades. Porém, buscando
0 processo de significagdo para o ‘ser professor’ interessava-nos o modo como o aluno da
graduacéo, futuro professor, se envolvia na investigacdo, procurando caminhos para discutir o
contetdo de forma que ele fosse compreendido por alunos da Educacdo Basica. Nesse sentido as
questdes propostas eram “abertas a investigacdo’ para o ‘fazer investigacdo’. Ou seja, ndo nos
interessava a solugéo do problema mas o modo como os alunos da licenciatura compreendiam o
sentido da tarefa investigativa. Questionamos: como os alunos do curso de licenciatura em
matematica, futuros professores, realizam tarefas investigativas?

Para tanto trabalhamos com alunos do Gltimo ano (4° ano) do curso de Licenciatura em
Matematica, de uma Universidade publica do Estado de S&o Paulo, na disciplina de Pratica de
Ensino, o vivenciar tarefas investigativas. Apds a discussdo de alguns textos cujo objetivo era
apresentar a Investigacdo na aula de matematica, procuramos envolver os alunos em situagdes
investigativas.

Trazemos, neste texto, o relato da vivencia na sala de aula. Apresentamos a tarefa proposta,
a investigacao construida por uma das duplas de licenciandos e consideragdes acerca do
realizado.

Na organizagéo do texto, apresentamos brevemente, a postura assumida e o modo pelo qual
analisamos a experiéncia vivida em sala de aula, destacando que, trata-se de um relato do vivido
e ndo de uma comunicacdo sobre pesquisa concluida. A analise empreendida orienta-nos em
termos de acOes na sala de aula da formagdo de professores de matematica e nos da elementos
para discutirmos 0 modo como a investigacdo pode vir a ser efetuada com alunos da Educacéo
Basica se o professor conhecer o modo pelo qual as a¢cdes podem ser desenvolvidas. A énfase,
para nos, centrou-se no modo de o licenciando expressar a sua investigacéo, apontando
possibilidades de trabalho em sala de aula.
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A postura assumida na analise do vivido e 0 caminho percorrido

Como afirmamos acima, compreendemos, a partir de Bicudo (2000) a construcgao do
conhecimento e a construcdo da realidade como parte de um mesmo movimento e isso implica
que as vivencias da sala de aula séo significativas para a compreensdo do investigado. Ao se
questionar “como o0s alunos do curso de licenciatura em matematica, futuros professores,
realizam tarefas investigativas?” interessa-nos a producdo do conhecimento acerca das
possibilidades de se fazer investigacdo matematica. Essa producéo do conhecimento nos é dada
pela expressédo dos alunos, futuros professores, ao descreverem o vivido em sala de aula. A
descricdo dos alunos torna-se, portanto, aspecto fundamental para o olhar que se volta a
experiéncia vivida e é tratada numa postura fenomenoldgica.

Isso indica que, a descri¢do, como a prépria palavra indica, visa descrever o vivido. Bicudo
(2000) afirma que a descri¢do pode, numa pesquisa, ser efetuada pelo pesquisador, que relata o
percebido, ou pelo préprio sujeito, que vivencia a situacdo e, ao descrever, traz nuances do
percebido e compreendido. Ao ser feita pelo pesquisador a descricdo ndo deve trazer juizos
emitidos ou interpretac6es. O pesquisador, ao descrever, deve ater-se ao que vivenciou e
descrevé-lo o mais fielmente possivel. O sentido da pesquisa é a busca pela compreensdo do
descrito, das vivéncias percebidas e expressas. Por outro lado as descri¢Ges, ao serem realizadas
pelo préprio sujeito da vivencia, ja carrega em sua estrutura ou em sua forma de apresentacéo, a
hermenéutica, na medida em que se auto-interpreta para expor-se e, pela linguagem que a
descreve, doa-se a interpretacdo do pesquisador. Para o professor que, em sala de aula, atua na
postura fenomenoldgica, a descricao serve-lhe como fonte de conhecimento do produzido pelo
aluno. Neste caso o professor aproxima-se do pesquisador. Interessa-lhe compreender a
expressdo dos sujeitos que revelam uma aprendizagem. E o caso que trazemos para este relato.

A descricdo é a expressao da experiéncia vivida em diferentes momentos de sua articulacéo
e traz (ou apresenta) o conhecimento produzido. Nesse sentido, a constru¢do do conhecimento é
trabalhada como “atividade da percepcéo, da explicitagdo do percebido, das significagdes
desenvolvidas nos meios da expressdo que lhes possibilitam ser corporificada na fala-falada e na
fala-falente, onde sempre o outro esta necessariamente presente” (BICUDO, 2000, p. 42). Ou
seja, a producdo do conhecimento, aqui podendo ser entendida como o conhecimento produzido
pelo aluno acerca da investigacdo matematica, mostra-se na descricdo. O olhar atento do
pesquisador busca entdo perceber, compreender e interpretar o que é descrito pelo aluno.

Para este relato da experiéncia vivida em sala de aula, optamos por trazer a descricdo feita
pelo sujeito da vivencia: uma dupla de alunos do curso de licenciatura em Matematica. Nao
trazemos a analise do pesquisador mas sim 0 modo como a descricao foi feita pelos licenciandos
evidenciando as nuances do percebido por eles acerca do que € fazer investigagéo a partir de uma
tarefa. Entendemos que, ao nos voltarmos para o descrito, para a linguagem, ela abre-se a
compreensdo e, como professor e aluno que juntos vivenciaram a experiéncia, o texto faz
sentido. Apresentamos essa descri¢do da dupla para podermos expor o procedimento adotado
desde a execucdo da tarefa proposta até a compreensdo do descrito que vai se revelando na busca
pelo dizer o que foi feito.
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Tarefa proposta e investigacéo realizada: manifestacdo da postura investigativa

A tarefa proposta para a investigagdo consistia de trés questdes matematica que os alunos
deveriam, em duplas, resolver e comentar a viabilidade delas serem discutidas com alunos do
Ensino Médio. Solicitamos que os licenciandos descrevessem o processo de trabalho no ensino
médio caso considerassem a tarefa viavel.

Considerando a delimitagéo do espago neste texto, optamos por transcrever a descrigéo de
uma das duplas para a questdo namero 3, tal qual ela foi apresentada pela dupla, revelando o
modo pelo qual os alunos do curso de licenciatura em Matematica, analisam o procedimento
empregado por eles para a resolucdo da tarefa bem como explicitam o que seria possivel fazer
com 0s alunos do ensino médio.

Resolva e comente as questdes abaixo

. . , . , . 7x—5
Questao 1: Simplifique, o maximo possivel, a expressao —————
x<+2x—15

2 5

Questdo 2: Desenvolva a expressdo —— + ——
x—3 x—5

Questéo 3: Faca um esboco da curva definida pela fungéo h(x) = 1- le
X+

Sujeitol(dupla C): descricdo da questéo 3

Pensamos em descrever 0 movimento que empreendemos para investigar uma possivel
solucdo da tarefa tal qual entendemos que ela poderia ser feita com alunos do Ensino Médio.
Desse modo, comentaremos a solu¢do proposta e o modo pelo qual fomos construindo o

. . . o 1 . -
caminho. Inicialmente pensamos em tomar como base a fun¢do f (x) =— cuja forma do gréfico
X

conhecemos pois trata-se de uma hipérbole eqilatera. Usando um software construimos o
grafico de tal funcdo.

¥

Figura 1. Hipérbole Equilatera
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Comentarios essenciais: ao se realizar esta tarefa com alunos do ensino médio, é
importante explicar o que ocorre com a fungéo f(x) quando x=0.

A . oa .
Neste momento espera-se que o aluno se recorde da expressdo indefinida 0’ cujo valor de

a pode ser qualquer niamero real.

a
Sabendo que E = A,Va € R procuraremos, com a utilizagdo de uma calculadora e a

construcdo de uma tabela, levar os alunos a verem que, a medida que o valor de x tende a zero

1
por valores positivos, o valor da expressdo — tende a crescer “indefinidamente”.
A

Organizando na primeira coluna valores de x e na segunda coluna seu inverso, verifica-se
1
0 rapido crescimento da expressdo =

Tabela 1
Alguns pontos do grafico de f(x) ==

X

1
x —_—

X
1 1
01 10
0,01 100
0,001 | 1000

0,0001 | 10000

0,00001 | 100000

Sem a necessidade de entrar em detalhes, pois isto poderia tornar a tarefa imprépria para o
nivel escolar da turma, é interessante apresentar a notagdo matematica que expressa o conceito
intuitivo, desenvolvido pelo aluno, ao dividir um ndmero qualquer por quantidades mais
préximas possiveis de zero.

Ou seja, consideramos que é possivel, a partir da investigacdo realizada pelo aluno,

apresentar a expressao (ou notagdo matematica) I|rr(1) — =0, esclarecendo o sentido de limite tal
x=0 X
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qual ele foi tratado pelo aluno na experimentacao, aliando uma discusséo envolvendo a tabela
construida e a figura 2.

. ~ 1 . . ..
Depois de explorar a forma da equacdo f(x) = — seguiremos a exploragédo com o objetivo
X

1-2x

de esbocar a curva h(x) = .
X+1

Sabemos que quando numa funcdo é somada uma unidade ao valor da variavel
independente “x”, o grafico dessa funcdo sofre um deslocamento: ele se desloca uma unidade

para a esquerda. Portanto, € conhecido, também, o grafico da fungdo g(x) = Ll a partir do
X +

gréafico anterior.

v = 1/ (x+1)
(x,¥) = (0,1}

Figura 2. Gréafico da funcdo g(X) = L
X+1

Nesta etapa, o grafico da nova funcao apresenta um ponto de interseccdo com o eixo y e
uma assintota vertical, fatos interessantes para serem explorados com os alunos®.

Tendo o aluno compreendido a inexisténcia do quociente que resulte da divisdo de um
namero real qualquer por zero e conhecendo a notacao algébrica que represente esta idéia; ou

a ‘
seja, que E = A,Va € K, podemos dizer que a “assintota vertical” é a notagio geométrica

que representa a mesma idéia. Como ndo existe o ponto do grafico (-1, g(-1)) pois

! Embora os licenciandos tenham sugerido um modo de exploragdo da construcéo da assintota,
associando-a a idéia intuitiva de limite, ndo o traremos para este texto dado o espaco limitado.
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‘ 1 . . iz .
g(—1) = " devemos, de alguma forma, representar graficamente esta idéia e este € o papel

da assintota vertical. Se a curva tocar a assintota significa que existe o ponto (—1, g(—1)).

Como isto é um absurdo, a curva ndo pode tocar a assintota vertical. Analogamente ao que foi

. . . , , . 1
discutido anteriormente é possivel mostrar para o aluno que lim,_._; —— = oo,

x+1
Consideramos que, no processo de investigacdo, é interessante mostrar tanto
algebricamente quanto graficamente que a intersecgdo com o eixo y ocorre quando o valor de x é
zero. Este fato sugere ao aluno que, se x ndo pode ser zero entdo o grafico ndo intercepta o €ixo
y, reforgando a idéia discutida anteriormente.

Agora, utilizando o raciocinio empregado para a resolugdo das questdes 1 e 2 é possivel,
1-2x

levar os alunos a compreenderem que a expressao pode ser reduzida também a uma soma

x+1
1—-2x 1-2x a

. . b .
de quocientes, ou seja, = - — = + —. Pode-se sugerir aos alunos que
x+1 (1+x)(1) ®+1 1

iniciem a exploracdo tentando usar o algoritmo da diviséo para escrever o resultado de (1-2x):

(x+1), divisdo de bindmios ja conhecida. Na seqiiéncia a equagdo deve ser manipulada levando-o
a

h(x)=a.g(x)+b

1
h(x) = a{mj +b

h(x) = a+b(x+1)
X+1
h(x) = (a+Db)+bx
X+1
1-2x (a+b)+bx
X+1 X+1

Considerando-se um polindmio igual ao outro, quando seus coeficientes sdo igualis,
teremos:

a+b=1
b
a+(-2)=1
a=1+2
a=3
Pommm:h@)=3g@)+02)ouemaxh@)zs[;%Ij_z

Com isto conclui-se que h(x) pode ser descrita como:
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e acurva f(x) deslocada de uma unidade para a esquerda do €ixo X,
e acurva f(x) deslocada, na direcdo do eixo y, de duas unidades para baixo,

e acurva f(x) com um alongamento proporcional a 3 na dire¢do do eixo y.

(o, 1)
{0.5,0)

(x, v
(%, v)

_________________________________

1—-2=x
X

Figura 3. Gréfico da fungao h(x) = —

Consideracdes Finais

Na descri¢do da dupla vimos o movimento de investigacdo presente. Conforme
mencionamos acima, a investigacdo matematica € um recurso valioso para a construcao do
conhecimento e para a producdo do significado em sala de aula. Porém, em que sentido
entendemos que tal tarefa desenvolvida pelos licenciandos caracteriza uma investigagao? Qual
significado é produzido? Nossa analise do vivido leva-nos a interpretar que o significado
produzido pelo licenciando esté relacionado a questdo do ensino de Matematica. Ou seja, 0
contetdo da tarefa para eles ndo se caracterizava num objeto de investigacdo. Séo alunos do
ultimo ano de licenciatura que ja tem condicGes de resolver tal tarefa. No entanto, o fato de
fazer-lhes pensar sobre ‘como ensinar tal tarefa’ levou-os a reflexdo sobre a pratica docente,
levou-os a busca de alternativas, inclusive de linguagem, para justificar os passos dados.
Embora, nas descricdes, os licenciandos tenham colocado sua atengdo no modo como eles
pretendem trabalhar o conteddo matematico com os alunos do ensino médio, ao discutirem as
possibilidades desse trabalho, mostra-se a compreensao da tarefa investigativa. O recurso aos
softwares e a calculadora, como modos de ver ou de conjecturar, revela que hd uma preocupacgao
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em que os alunos do Ensino Médio realizem uma investigacdo matematica, entendida como
citamos acima e é descrito por Ponte, Brocardo e Oliveira (2003), como um processo que
favorece ao aluno a construgéo do conhecimento de uma forma ndo sistémica, tornando-o livre
para fazer inferéncias que auxiliem a solugdo do problema. Ao discutirem, por exemplo, 0 modo
como irdo tratar a funcdo, considerando uma fungdo conhecida, os licenciandos apontam para o
“reconhecimento da situacdo” pois vao aproximando o problema proposto a uma situacéo que
Ihes é familiar como ponto de partida. O teste das hipoteses vem pela construgéo gréafica. O
recurso ao software é o que surge como favorecimento da visualizagdo para a compreensao do
que é construido. A argumentacdo das hipdteses vale-se do argumento matematico. Ou seja 0s
alunos vao, pelo tratamento algébrico tentando validar suas construces.

A componente intuitiva dada pela expressao grafica que vai sendo construida
gradativamente, segundo Matos e Serrazina (1996), é o que possibilita a visualizacéo e
imaginacdo que sdo necessarias ao desenvolvimento do raciocinio matematico. Esses autores
destacam que é recorrendo a intuicdo que somos capazes de interpretar os conceitos matematicos
e falar de fungOes que crescem, ou progressdes, de sucessdes que tendem, de limites, de
convergeéncias, de altura de tridngulos, etc. “ (Matos e Serrazina, 1996, p. 49).

Mostra-se, na descrigdo, que os alunos da licenciatura, colocando-se numa postura
investigativa produzem significados. As tarefas ndo sdo mais apenas “contas” a serem feitas.
Elas sdo problemas desencadeadores de uma postura de professor que deve justificar ao seu
aluno o raciocinio empregado na solugdo. Partindo da investigacao, os futuros professores
convidam os supostos alunos do ensino médio a construir significado estabelecendo conexdes
entre as novas idéias e o conhecimento ja adquirido. Compreende-se na analise do descrito que
h& um objetivo implicito ao modo de conduzir as tarefas: os alunos da licenciatura querem
compartilhar e desenvolver os significados matematicos a partir da discusséo e da interacdo entre
0s seus alunos, e entre 0s alunos e o professor. Isso mostra-nos a postura investigativa que busca,
inclusive, a conversao de registros para a explicitacdo do compreendido. Articula-se o registro
algébrico ao gréfico, recorrendo-se as operacgdes aritméticas (com o uso da calculadora) para
justificar fatos.

A analise do descrito revela que os alunos do curso de licenciatura em Matematica
realizam investigacdes no momento em que refletem sobre as possibilidades, sobre os caminhos
da construgdo do conhecimento matematico na sala de aula da Educacgdo Basica. Em nosso
entender, 0 contexto, a aula de Pratica de Ensino, deu a orienta¢do do olhar mas o caminho da
investigacdo permaneceu aberto. Embora a tarefa ndo seja uma situagéo aberta, 0 modo como 0s
alunos da licenciatura conduzem a sua proposicao € aberto. Os alunos voltam-se para as tarefas
analisando o que podem ensinar mas orientam-se pelo seu conhecimento adquirido no curso de
formac&o. A riqueza do descrito, para o que nos dispunhamos a entender, esta no fato de os
licenciandos compreenderem que, para aprender matematica, pode-se langar méo de recursos
distintos, buscando o sentido que a tarefa nos faz. A investigagdo no curso de licenciatura em
matematica mostrou-se, nesta agdo isolada, como uma possibilidade de formagdo. A investigacdo
realizada pelos alunos, no curso da tarefa, ou seja, na resolugdo matematica dos problemas
propostos, aconteceu mediante andlise matematica, mediante a busca do conhecimento objetivo
que Ihe permitia dar a resposta. Os recursos disponiveis, no que diz respeito aos conteldos
matematico e da didatica, levaram os licenciandos a procura de um modo de expor o contetdo na
Educacdo Baésica, levando-os a pensar em sua tarefa de ensinar matematica. O descrito, aberto a
interpretacdo, aponta que a aula investigativa constitui-se, também, num espaco de formacéo.
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Abre-se pois nova possibilidade de compreenséo (e mesmo de atuagdo): como tornar a pratica,
no curso de licenciatura, um espaco para a investigacao da formacéo?
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