\ = S

Xl CONFERENCIA INTERAMERICANA DE EDUCAGCAO MATEMATICA

@IAEM

26 - 30 Junho, 2011 50 W

" Recife, Brasil do Comité Interamericano
de Educacdao Matemdatica

A\

O Pensamento Matematico Avancado e o ensino de logaritmos

Adriana Tiago Castro dos Santos
Pontificia Universidade Catolica de Sao Paulo — PUC/SP
Brasil
adriana_tiago_castro@yahoo.com.br
Barbara Lutaif Bianchini
Pontificia Universidade Cat6lica de Sdo Paulo — PUC/SP
Brasil
barbara@pucsp.br
Resumo

Este artigo tem como finalidade apresentar resultados de nossa pesquisa realizada
em 2010 com estudantes do 3° ano do Ensino Médio que visa o0 ensino de logaritmo
utilizando a calculadora como estratégia de ensino. Utilizamos como metodologia de
pesquisa os pressupostos da Engenharia Didatica. As analises foram realizadas a luz
dos processos do Pensamento Matematico Avancado segundo Dreyfus (1991). As
analises dos resultados em conjunto com a observacdo das discussdes feitas pelos
sujeitos durante o desenvolvimento da atividade permitiu-nos constatar que as duplas
apresentaram dificuldade em realizar manipulacdes aritméticas e justificar as suas
respostas utilizando a linguagem materna. Utilizaram a calculadora cientifica para
refletir sobre os resultados e explorar o conceito de logaritmo. Os processos do
Pensamento Matematico Avancado envolvidos nos protocolos dos sujeitos foram: a
descoberta por meio de investigacdo, mudanca de representacdo, intuicdo,
generalizacdo, sintese e a abstracao.

Palavras-chave: Pensamento Matematico Avancado, Logaritmos, Calculadora,
Ensino Médio, Educacdo Matematica, Funcdo Logaritmica.

Introducéo

O presente estudo tem como propdsito apresentar resultados de nossa pesquisa realizada
com estudantes do 3° ano do Ensino Médio cujo objetivo é o ensino de logaritmo utilizando a
calculadora cientifica como estratégia de ensino.

A palavra logaritmo significa “numero de razao” e foi adotado por Napier (1550-1617)
seu inventor. Os logaritmos eram utilizados pela comunidade cientifica como instrumento de
calculo para reduzir multiplicacbes e divisGes a simples operagdes de adi¢éo e subtragdo com o
objetivo de tornar os calculos numéricos mais rapidos e precisos nos campos da Astronomia,
Engenharia entre outros.
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Embora o ensino de logaritmo pautado como instrumento de célculo ndo é mais utilizado
na escola, a funcdo logaritmica e a fungdo exponencial permanecerdo sempre uma parte
importante do ensino da Matematica, pois as variacbes exponencial e logaritmica séo partes
vitais da natureza e da analise. (EVES, 2008)

As Orientac6es Curriculares do Ensino Médio (BRASIL, 2006) recomendam que na
abordagem do tema ndo seja enfatizada um trabalho exaustivo dos logaritmos, mas que sejam
apresentados aos estudantes situacdes-problema que ilustram o modelo exponencial e
logaritmico. Tais aplicacGes podem ser encontradas em topicos da Matematica Financeira (juros
e correcdo monetaria), crescimento populacional, entre outros.

O documento recomenda ainda o uso de tecnologias como recurso para subsidiar a
aprendizagem da Matematica. E aponta importancia de contemplar a formacédo escolar em dois
sentidos: a matematica como ferramenta para entender a tecnologia e a tecnologia como
ferramenta para entender a matematica.

Considerando a Matematica para a Tecnologia, deve-se pensar na formacgao que capacita

para o uso de calculadoras e planilhas eletrénicas, dois instrumentos de trabalho bastante

corriqueiros nos dias de hoje. No trabalho com calculadoras, € preciso saber informar, via
teclado, as instrucdes de execucdo de operacdes e fungbes, e isso exige conhecimentos de
Matematica. (BRASIL, 2006 p. 87)

Na concepcdo da Tecnologia para a Matematica segundo as Orientacdes Curriculares do
Ensino Médio, ¢ importante possibilitar ao estudante o “pensar matematicamente” neste sentido,
os alunos fazem experimentos, testam hipoteses, esbocam conjecturas e criam estratégias para
resolver problemas. Tais a¢6es sdo descritas por Dreyfus (1991) como processos que
desenvolvem o Pensamento Matematico Avancado.

O uso das tecnologias (calculadoras, softwares matematicos etc.) como estratégia
pedagdgica e com objetivos previamente estabelecidos podem contribuir para o desenvolvimento
desses processos e assim facilitar a compreensdo de um conceito matematico.

Concordamos com as autoras Borba e Selva (2010) no que se refere ao uso da calculadora
que:

Entre as possibilidades de uso da calculadora em sala de aula, a exploragdo conceitual é das
mais importantes, uma vez que, por meio desse instrumento, os alunos podem ser levados a
pensar sobre principios, regras e propriedades dos conceitos matematicos. (BORBA,;
SELVA, 2010, p. 206)

Bianchini e Machado (2010) relatam que o uso da calculadora em sala de aula tem sido
discutido por pesquisadores da Educacdo Matematica desde o século passado, no entanto seu
emprego ndo se encontra incorporado em grande parte das salas de aula.

As pesquisadoras realizaram um trabalho de assessoria em conjunto com professores de
Matematica do Ensino Fundamental em uma escola particular de Sdo Paulo com o propoésito de
implantar a calculadora como mais um instrumento de auxilio para o ensino e aprendizagem de
matematica. Foi feito um trabalho de sensibilizacdo dos professores com atividades de
familiarizagdo com calculadoras simples. Esse trabalho constou de atividades matematicas que
evidenciavam vantagens do uso da calculadora para sua resolu¢do. Os professores aplicaram
essas atividades com seus alunos. A analise dos protocolos revelou a falta de qualquer validagéo
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dos resultados obtidos. Apos este trabalho, os professores passaram a incentivar seus alunos a
validar seus resultados por meio da calculadora, e assim constataram que alguns professores
foram sensibilizados e passaram a utilizar a calculadora em suas aulas.

Os processos do Pensamento Matematico Avancado

Dreyfus (1991) aponta que 0s processos mentais e psicoldgicos estdo intimamente ligados,
Ou seja, esses aspectos raramente sao separados. Assim as imagens mentais e matematicas estdo
interligadas, e essa ligacdo entre esses processos € relevante para entender a aprendizagem e o
Pensamento Matematico Avancgado.

O autor compara o processo de aprendizagem matematica com o processo de pesquisa em
que ambos os casos o individuo necessita manipular mentalmente, investigar e descobrir sobre
objetos. Tais processos sao extremamente complexos e possuem a esséncia sobre o que é o
Pensamento Matematico Avancado. Embora a matematica avancada seja focada nas abstracdes
de definicéo e deducdo, ndo ha uma distincédo clara entre o Pensamento Matematico Avancado e
o0 elementar, é possivel abordar topicos da matematica avancada de uma forma elementar. A
relevancia esta em como esses topicos sdo abordados. E necessario que haja uma interagio entre
0s processos envolvidos nas diferentes formas de representacdo de um mesmo conceito, na
generalizacdo e na abstracéo.

O Pensamento Matematico Avancgado consiste em uma listagem de processos tais como a
representacdo, visualizacdo, inducédo, analise, observacéo, classificacdo e sintese sdo processos
componentes em interacdo. E importante que o professor de matematica esteja consciente desses
processos para que compreenda algumas das dificuldades que os estudantes possam vir a
enfrentar.

Neste contexto, elaboramos uma sequéncia de atividades com objetivo de analisar quais
processos do Pensamento Matematico Avancado segundo Dreyfus (1991) podem estar presentes
nos protocolos dos estudantes e se 0 uso da calculadora cientifica contribui para facilitar o
processo de abstracdo do conceito de logaritmo.

Procedimentos Metodol6gicos

Como referencial metodoldgico, utilizamos os pressupostos da Engenharia Didatica
segundo Artigue, Douady e Moreno (1995) que € composta por quatro diferentes fases: analises
prévias, analise a priori, experimentacdo, analise a posteriori e validacdo.

Nossa sequéncia didatica foi organizada em 4 sessdes de trabalho e foi aplicada durante 8
encontros de 2 horas.

Na 12 e 22 sessdo contemplamos atividades matematicas que englobaram contetdos de
potenciacdo, radiciacdo e funcdo exponencial. Na 32 e 42 sess6es foram propostas atividades
sobre logaritmos e funcdo logaritmica. Apresentaremos neste artigo as analises da 32 sessao.

Algumas atividades matematicas do instrumento de pesquisa foram inspiradas em
situacdes de aprendizagens propostas no Caderno do Professor de Matemética do 1° ano do
Ensino Médio (SAO PAULO, 2009). Este material foi distribuido para os professores da rede
Estadual de Educagdo do Estado de Sao Paulo em 2009 e faz parte do projeto “Sao Paulo Faz

X1l CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.



O Pensamento Matemético Avancgado e o ensino de logaritmos 4

Escola - Uma proposta curricular para o Estado” implantado pela Secretaria Estadual de
Educagdo no ano de 2008. Cada aluno recebe o material denominado Caderno do Aluno em que
constam situacdes de aprendizagem para serem desenvolvidas durante as aulas a cada bimestre.

Os sujeitos de nossa pesquisa foram 6 alunos (com faixa etéaria de 16 anos) do 3° ano do
Ensino Médio matriculados no periodo noturno de uma escola da rede pablica estadual de Séo
Paulo. Estes alunos foram convidados pela professora-pesquisadora, a primeira autora deste
artigo, a participar dos encontros realizados no periodo vespertino.

Os encontros foram realizados na sala de informatica da escola denominada pela
Secretaria Estadual de Educacdo como “Acessa Escola”. A sala possui 27 computadores
conectados a uma rede e com acesso a internet. Durante todo o processo 0s alunos trabalharam
em dupla que denominaremos D1, D2 e D3. N&o houve auséncia dos sujeitos durante 0s
encontros.

Apresentacéo e analise das atividades da Sessao 111

A seqguir as atividades da Sessdo Il cujo objetivo € apresentar situagdes-problema que
necessitam utilizar o conceito de funcdo exponencial e logaritmica. Durante a se¢do, ao propor as
atividades abaixo, pretendemos ressaltar a importancia do estudo dos logaritmos para os alunos
promovendo uma discussdo sobre o tema, utilizando a calculadora cientifica. O processo de
conjecturar, elaborar e testar hipoteses, generalizar, investigar, mudanca de representacao, sdo
processos que poderdo estar presentes nas atividades desta secéo.

Na Figura 1 apresentamos a primeira atividade em que iniciamos o estudo dos logaritmos.

1) A populag@o N de um determinado municipio cresce exponencialmente, desde a
sua fundamentag@o ha 20 anos, de acordo com a express3o N = 3000.10%*, sendo t
em anos. Responda:

a) O Valor de N quando o municipio foi fundado;
b) O valor de N dez anos apés a fundagéo;
c) O valor de N nos dias atuais;

d) Depois de quanto tempo, apés a fundagfo a populagso atingira a marca de
3000000 habitantes, se o ritmo de crescimento continuar assim?
¢) Depois de quanto tempo, ap6s a fundag&o, o valor de N atingira 600 000?

0,1t

f) Vocé conseguiu chegar na expresséo 10" = 200?

g) Observe que 107 = 100 e que 10° = 1000 ent&o deve haver um numero n entre 2 e
3 tal que 10" = 200, usando a calculadora cientifica tente encontrar um valor estimado

para n. (use 3 casas decimais)

h) Agora aperte a tecla log e depois o nimero 200. Qual é a sua conclus@o?

Figura 1. Atividade 1 — Sessao l1.

A seguir apresentamos o dialogo entre a dupla D2 em que constatamos 0s processos do
Pensamento Matematico Avancado: conjecturar, observar, investigar e generalizar.

Ao fazer a leitura da situacdo-problema apresentada conforme Figura 1, o primeiro
comentario que a dupla D2 fez entre si foi:
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F: Qual valor que teremos que substituir o valor de t ou N?
H: Vamos ler novamente.

F: Ah, se é uma fungdo exponencial e a variavel é o expoente, e t é o tempo, acho que
temos que multiplicar t por 0,1.

H: Verdade, mas “serd que tigualaO oua 1?”
H: Mas olha aqui, se no momento que o municipio foi fundado...

F: Olha s6, se vamos multiplicar por 0, e todo nimero elevado a zero € igual a 1, assim, a
populacdo inicial € de 3.000.

H: E verdade! Entdo vamos fazer “0,1. 0” que é o valor inicial.

No dialogo, a dupla fez a conjectura de que os valores a serem substituidos no item (a)
estavam apenas entre 0 e 1. Testaram suas hipéteses e conseguiram chegar a solucdo do
problema. Observamos a existéncia da dificuldade inicial em reconhecer que o t era a variavel
dependente. Os itens (b) e (c) foram resolvidos sem apresentar dificuldades. Segundo a dupla
D2 o crescimento obedecia a um padréo, a cada dez anos e era multiplicado por dez, o resultado
seria 0 valor total da populagdo. Podemos citar que o processo de descoberta deste padrdo pode
ser descrito ao observar o crescimento da populacdo, 0 que gerou um crescimento muito rapido.
Percebemos que a observacao, investigacao e a generalizacdo foram os processos presentes neste
dialogo.

No item (d) a dupla transformou a solucdo do problema em notacéo cientifica, argumentou
que os calculos eram mais faceis, pois deveriam somente somar 0s expoentes base 10. No
entanto, como previmos em nossa analise a priori a dupla revelou dificuldade no item (e) no
calculo aritmético, pois ficou duvida para isolar a variavel t. A mudanca de representacédo foi um
dos processos do Pensamento Matematico Avancado que esteve presente no protocolo desta
dupla.

Chegaram a seguinte equacdo: 200 = 10%* e comentaram entre si: Como vamos
transformar o nimero 200 em poténcia de base 10? A aluna F concluiu que o namero s6 pode
estar entre 2 e 3 no expoente. Depois que leram o item (g) confirmaram que o0 nimero no
expoente estava entre 2 e 3 e utilizaram a calculadora cientifica para encontrar o valor
procurado. Os numeros que utilizaram foram: 2,55; 2,33; 2,30; 2,301 e logo determinaram o
valor do expoente, desta forma chegaram a solugcdo do problema. Ressaltamos que a dupla
mostrou-se entusiasmada para encontrar o nimero desconhecido e quando o encontrou, 0
entusiasmo aumentoul.

Acreditamos gue este momento de entusiasmo pode propiciar a aprendizagem por
descoberta, um dos processos do Pensamento Matematico Avancado. No item (h) ap6s
conhecerem a tecla lo g, disseram: “Ah, professora, essa tecla ¢ fantastica, pois calcula os valores
dos expoentes”. Neste momento, explicamos um pouco sobre o impacto da descoberta do
logaritmo na sociedade cientifica da época.

Como previmos em nossa analise a priori a dupla D1 ndo teve dificuldade em responder
os itens (a), (b), (c) e (d), pois era questdes que necessitavam apenas fazer manipulacoes
aritméticas e reconhecer que a variavel dependente estava no expoente, como também
compreender a situacdo-problema. A partir do item (e) as dificuldades comegaram a surgir, como
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por exemplo, na mudanca da variavel, pois fizeram: N = 3.000. 10°**% ¢ foram atribuindo
varios valores para t até chegar ao expoente procurado. Ao contrério da outra dupla D1, esta ndo
conseguiu chegar a forma 10%** = 200, pois ndo observou que no lugar de N era necessario
atribuir o valor de 600 000. Faltou a compreensdo que o valor procurado era 0 nUmero
representado pela letra t e ndo o valor de V.

Apobs inumeras tentativas de encontrar o expoente necessario para a solu¢do do problema,
pedimos para que a dupla D2 deixasse o item (e) e continuasse a leitura dos demais itens, e
mesmo no item (g) que sugere o uso de 3 casas decimais, esta dupla usou varias casas decimais
para expoente.

O item (e) s6 foi resolvido depois que utilizou a tecla lc g, escreveu
log200 = 2.30102996 e arredondou para 2.20103. Talvez o erro possa ter sido ocasionado pela
manipulacdo da calculadora cientifica, ou por falta de atencéo.

A dupla D3 ndo deixou em seus registros a validacdo dos calculos que foram utilizados
para responder as questdes acima. No item (a) temos por hipotese de que a dupla D3 nao
compreendeu qual o significado da variavel WV, e esse significado no contexto do problema,
correspondia a quantidade de populacdo. Essa dupla D3 teve um comportamento diferente das
demais duplas, pois ndo havia interacdo, e quando perguntdvamos se necessitava de alguma
orientacdo, a dupla D3 recusava alegando que havia entendido tudo o que precisava fazer.

No item (b) notamos que a dupla escreveu 3.000.10 = 30.000 ignorando o expoente. No
item (c) podemos destacar que a dupla D3 registrou N = 3000.10 © ou simplesmente ignorou a
poténcia de base 10.

A dupla D3 ndo justificou a resposta para apresentar o resultado no item (d) e percebemos
que nesta questdo utilizaram a poténcia, mas nao sabemos que raciocinio teve para concluir que
deveria fazer 3.000. 10, Acreditamos que atribuiu valores para t utilizando a calculadora
cientifica de forma que chegou a resposta esperada. Podemos destacar neste procedimento, o
processo do Pensamento Matematico Avancado de conjecturar, para testar hipotese.

Para exemplificar, anexamos o protocolo da dupla D3 referente aos itens (f), (g), (h) e (i).

f) Vocé conﬁeﬁlnu chegar na expressio 10" =200?
é.’V\.\,wnﬂ,_,ﬁ \\ \2 3“" g deu O V‘;-\\«\‘GF 1g8 % i

g) Observe que 10° =100 e que 10° = 1000 entdo deve haver um nimero n entre 2 ¢ 3
tal que 10" = 200, usando a calculadora cientifica tente encontrar um \alor estimado

para n. (use 3 casas decimais) @ volevw vl J pS _{/& -
\aq - 4261 18 La(3 4L -

h) Agora aperte a tecla log 200. Qual € a sua conciusio? : -LQ
S &7; i ol pdhonmd® v @ PO

i) A partir dos dados enmntmdm volte ao item (g) e termine de resolvé-lo.

W AL '\r\»f(/\ k/)’Y\kW i

Figura 2. Protocolo da dupla D3 - Sesséo Il1.

Segundo a dupla D3, foram testando varios valores na calculadora (utilizaram uma
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calculadora online). N&o usou regra de arredondamento, porque queria saber quantas casas
decimais o nimero poderia ter, e concluiu que “NUNCA” iria ser 200, mas o resultado estava
muito proximo. Com relagio a tecla log disse: “E fantastica! pois ndo precisa ficar testando
numeros”. Neste momento, contamos de maneira informal a historia da invencdo dos logaritmos
para as trés duplas.

Na Atividade 2, a dupla D1 apresentou dificuldade em preencher a tabela, observou que
a escrita em logaritmos esté relacionada com a poténcia, e para alguns valores o logaritmo nao
existe.

2) Observe os nameros disposto e complete a tabela
N Escrita em Poténcia | Escrita em Logaritmo
100 10° log 100 =2
1000 192 0 I =3
10 10 log 10=_1
10 10° 06 10-0OL 4
& 102 log (6 =Ha)s =326 -
i 1072 g 0= - 0,04
I 4Q° oG -4
0.1 307 lch€n = -4
cpot | IO log 107 = -
0.0004 [4, 10 lo6 Ceachz -4
-10 -3C> lcq -0 =
O i ——

Figura 3. Protocolo da dupla D1 — Sessao Il1.

Ao analisar o protocolo da figura 3, observamos inimeras dificuldades na mudanca de
representacdo e da escrita em forma de poténcia para a escrita em logaritmos. A dupla D1
conseguiu relacionar a atividade realizada na Sessao |, para uma mudanca de representacéo de

um expoente fracionario para a forma de um radical. Onde consta 1':}?, a dupla escreveu o
loghs = 1 e novamente escreveu 10= = 3,16..., parece que a dupla fez (10 = 2 = 5] e concluiu

que o log5 éigual a 1 ndo concluindo que 0 log+/10 = 1 Acreditamos que essa dificuldade esta

relacionada a compreensdo do conceito de logaritmos representada por um radical ou com
expoente fracionario.

Por meio deste protocolo, observamos que esta dupla ndo compreendeu que o logaritmo
esta relacionado com o expoente. Uma das dificuldades que observamos durante o didlogo entre
a dupla D1 foi mudar a representacdo do nimero 1 para a base 10. Uma aluna chegou a dizer:
“Como transformar o numero 1 em 10? Isso é impossivel! Entretanto o seu colega disse: “Vocé
esqueceu que se colocarmos no expoente o numero zero, teremos 0 nUmero 1, é somente uma
mudanca de representacdo numerica.” Percebemos que a mudanca de representacao presente
neste didlogo é um dos processos do Pensamento Matematico Avancado. Observamos que a
dupla ndo utilizou a calculadora cientifica para conferir os resultados.

Os Processos do Pensamento Matematico Avancado presentes nesta atividade s&o os da
observacdo e visualizacdo. O uso da calculadora cientifica foi relevante para que a dupla D1
respondesse a questdo, entretanto percebemos que ndo houve conferéncia dos resultados na
tabela anterior. Perguntamos aos alunos como eles usavam a calculadora cientifica nas aulas, e
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responderam que era somente para resolver os célculos, mas nunca retornavam a questao para
verificar se o resultado estava correto.

Percebemos a falta do uso da calculadora para testar e validar conjecturas, servindo
apenas como uma ferramenta, sem uma maior reflexdo dos resultados.

A dupla D3 espantou-se com o fato da ndo existéncia dos logaritmos de nimeros
negativos. Constatamos nos protocolos das duplas as dificuldades na escrita logaritmica, pois

para 107, escreveu o log de 0,5 e ndo 0 log+/10 = 0,5 e quando N = 0,0004 a dupla D3
relacionou o Gltimo algarismo com o expoente na forma de poténcia. Nessa atividade houve a
necessidade de fazer uma mudanca de representacdo numérica e a alternancia entre essas
representacfes que sao processos para o desenvolvimento do Pensamento Matematico
Avangado.

Na questdo 3 observamos que a dupla D2 (Figura 4 )conseguiu expressar a condigéo de
existéncia dos logaritmos. Acreditamos que o preenchimento da tabela em que aparece a escrita
na forma de poténcia de base 10 e na forma logaritmica pode ter ajudado a dupla esta questdo. A
observacdo e a mudanga de representacdo de um mesmo conceito sao processos do Pensamento
Matematico Avancado, presentes nesta atividade.

3) Apos ter feito as duas atividades acima. explique o que & logaritmo na base 10 e
quando ele‘existe.

e Wl ™Y Mm@ Weaas s oo Que My
N_g: il 0L O w “Mouen Qe .L, NS T SRR T CRRN V) )

A G ))uu\&% wk’h 38 vul(.ua,,\,
s logaritmo alguns nimeros pox demo: hur logaritmos de outros,

poténcias. Dados os valores de logaritmc
os dos nimeros thdicados. Se In; 2 = 0.30 (ou seja 2= 1077) e

e 3. podemos

caleular os I
log 3= 0.47( ou seja 3 = 10"*") entdo calcule:

Faga log 6 = log (2.3) = log (10°*. 10"*")=log (10"" +"*") = log 10" =077
Analogamente calcule e confirme o resultado com sua calculadora cientifica:

a) log9 (3 J’?’— '\oq\\ IO“*‘ K\om\ =\ AUy Ol v\ gqq C ql

g 10 - (A0 30+0.3%0 0.¢0
b) logd =(2.2) = ‘J\’; o’ 30 \Om./) =\ \0 \ () C,&
5304 0NN _ | ~L1OV _ 0
c) logi2 L,’) 6‘ \&\\ Q™ \) ‘ 12 \\’) = !\jv
o) \ Y’ - L
d) log 36 = (k(\ ,,_ \,m \ (l(‘ 5. 09 \ - \O » Lﬂ\

\ 125 =
u,‘SCwC.“"} s DT = LD

0.3C ass\ _ |
e) log1g = () \(;«ﬂ 10°®03®) = o

Figura 4. Protocolo da dupla D2 - Sesséo IlI.

Analisando a resposta registrada nos protocolos da dupla D3 e D2, ha indicios que essas
duplas compreenderam o conceito de logaritmo na base dez e sua condicdo de existéncia e
podemos citar como processos do Pensamento Matematico Avancado: observagdo, mudanca de
representacdo, testar hipoteses e a generalizacéo.
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5) Repetindo o procedimentos realizados nos itens acima. sendo A = [0" e B= 10°
entdo podemos escrever log A.B = ,F&L\/mg\/ Jud, an koae Mnmcvu

OPAMY J& Lo ‘bpewwx s
6) Determmg o val(‘:‘r dos logaritmos abaixo: RS
pa-d= 2 o S St ot
b) B = log, 16 — log, 4 = | o

Observe os itens (a ) e (b) da questdo anterior. Sendo A =B e c= a base do logaritmo

entdo poderemos escrever que A = e \Qq c A - \Ookc, 5)
1o, Q [})

log: b

Figura 5. Protocolo da dupla D2 - Sesséo IlI.

Em nossas observagdes, ndo percebemos nenhuma dificuldade para que as duplas D1 e
D2 conseguissem expressar as propriedades dos logaritmos na forma algébrica. Percebemos que
estas duplas relacionaram as propriedades das poténcias com as propriedades dos logaritmos.

7) Dada a expressio M = log, 7° escreva
a) como um produto de logaritmos em fatores iguais.
LOQ’L?- Log b Lbg ¥ 069
b) Agora, transforme o pmduto de enconuado na questdo anterior em soma de 3
parcelas. Chamando de N a expressdo que vocé encontrou

’\/: LOG‘J} + LO@,J)f LOGQ £ 3 LOSJ-)
c¢) Podemos dizer que N = M?

-3
LO = ( bvws)
3Log,?> Los, #

d) Observe os itens (a), (b) e (c) entio podemos escrever que se o log, MN=
N. LOg M

(V%

Figura 6. Protocolo da dupla D2 - Sesséo IlI.

Um dos processos do Pensamento Matematico Avancado que podemos citar neste
protocolo (Figura 6) é o processo de generalizacdo, pois a dupla D2 partiu de um caso particular
para a generalizacéo.

A dupla D1 teve dificuldade em interpretar a questdo, pois ndo sabia o significado da
frase: “produto de fatores iguais”, apds varias tentativas e discussdes, percebeu que era
desenvolver o logaritmo de uma poténcia por meio de uma multiplicacdo. A maior dificuldade
foi escrever a expressdo algébrica.

O protocolo da dupla D3 aponta uma progressdo em relacdo a questdo anterior, pois a
dupla realizou manipulacdes do célculo algébrico e por meio da observagdo chegou a
generalizacdo da propriedade dos logaritmos por meio de uma expressao algébrica. Ressaltamos
que ndo houve intervencdo de nossa parte para ajuda-la.
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a) Qual é a populagiio inicial de cada uma das regioes?
b) Depois de quantos anos. a partir do instante inicial. as duas regides terdo a

mesma populagio?

¢) Qual é a populagao de cada uma das regides 15 anos apds o instanie inicial?
) Populag: 8 P

Dado103 = 31,62

ot O
a Vi -eaoo . e © Ly = Goo 10
N - Gooo - 107 g = 600.10
O - Gooo - A D ©oo" L
ne = gooo Ny = &

) Gooo - w0t = g T

CoL = 0T e
\LO - \OC\\"O\LE’C
AN A
1 =Qurc
o=t
0,22
t =
£ Nr - G . 1040 0o G 10
Ne = Goo 3‘1G°L mg: Goo -3 6L
MNa 7 159y 9o nNg < IRAS L

Figura 7. Protocolo da dupla D2 — Sesséo 1lI.

No protocolo da dupla D2 (Figura 7) constatamos um pequeno deslize na escrita
numérica, mas ndo houve dificuldade na interpretacdo da situacdo-problema e realizou de forma
correta as propriedades das poténcias. Observamos no item (b) que a dupla cometeu um erro no
tratamento aritmético, pois deveria ficar 10 = 10%**.10%* a dupla D2 confundiu a variavel ¢
como numero 1 e fez 0,1t + 0,21¢, esse pequeno equivoco comprometeu o resultado da
situacdo-problema. No item (c) fez o célculo aritmético de forma correta para 0 namero de
populacdo da cidade A, mas para encontrar o nimero da populacdo da cidade B, a solugdo nao
foi correta.

De modo geral na Sesséo 111, a dupla D2 demonstrou um avango em relacdo a primeira
Sessdo. Esta dupla utilizou os recursos disponibilizados como o computador e a calculadora
cientifica de modo dinamico, para todas as atividades, houve discussdo entre a dupla, utilizou os
recursos disponiveis para testar suas conjecturas e verificar os resultados.

Ao analisar o protocolo da dupla D1, constatamos que justificativas estavam confusas, no
item (a) ndo houve o registro de como a dupla D1 chegou aos resultados. No item (b) a dupla
calculou (6000 + 600 = 10) e transformou os resultados em notacdo de base 10, utilizando a
propriedade da poténcia de forma correta, e com isso chegou-se ao resultado esperado. No item
(c) ndo conseguiu realizar o calculo aritmético de forma correta.

As dificuldades dos alunos nos célculos aritméticos e algébricos, uso da potenciagdo com
nameros racionais radicia¢do, foram visiveis em nossas analises. No entanto, com relacéo ao
conceito de logaritmos os protocolos indicam que as duplas D1 e D2 conseguiram abstrair de
forma satisfatoria.

A dupla D3 relatou que a Sessao III foi “muito dificil”, mas aprendeu um pouco mais
sobre os logaritmos. As dificuldades relatadas pela dupla foram ao fazer suas justificativas na
escrita em lingua materna.
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Considerac0es Finais

Este artigo teve como propdsito apresentar resultados de uma pesquisa realizada com
alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola Publica do Estado de S&o Paulo. Partimos de
uma situacdo de aprendizagem que abordasse fatos fundamentais para a compreenséo dos
logaritmos.

Para a analise dos dados fizemos uma reflexdo de como os processos do Pensamento
Matematico Avangado (DREYFUS, 1991) podem estar presentes nas atividades que foram
propostas e que esses pudessem ajudar no processo de ensino e aprendizagem dos alunos. Esses
processos foram: intuicdo, generalizacdo, visualizacdo, mudancas de representacdo, sintese,
generalizacdo e abstracdo. Para 0 autor esses processos sdo relevantes para a compreensdo da
aprendizagem em matematica.

Utilizamos como metodologia de pesquisa os pressupostos metodolégicos da Engenharia
Didatica, tais como a analises preliminares e a priori, experimentacao e analise a posteriori.
Durante a Sesséo 111, constatamos que a dupla D1 utilizava a calculadora como ferramenta,
pois notamos que ndo houve conferéncia dos resultados na tabela anterior. Perguntamos aos
alunos como eles usavam a calculadora cientifica nas aulas, e responderam que era somente para
resolver os calculos, mas nunca retornavam a questéo para verificar se o resultado estava correto.
Ou seja, a calculadora foi utilizada como uma ferramenta de validagéo dos resultados.

Percebemos a falta do uso da calculadora para testar e validar conjecturas e sim, apenas
como uma ferramenta sem uma reflex&o dos resultados. Este fato esteve presente nos resultados
da pesquisa realizada por Bianchini e Machado (2010).

Ainda nesta sessdo ao propor uma situacao-problema que era necessario o uso dos
logaritmos, “qual € o valor do expoente . para que se tenha 10" = 2007, apds longas tentativas
de erros e acertos os alunos encontraram o valor do expoente necessario para responder a questao
10" = 200. Houve um momento de entusiasmo pelas duplas e acreditamos que situaces como
esta podem propiciar a aprendizagem por investigacdo, que € um dos processos do Pensamento
Matematico Avancado.

Dreyfus aponta que ao utilizar um ambiente computacional muitas relagdes normalmente
implicitas, por exemplo, entre representacdes para 0 mesmo conceito podem se tornar explicitas.
Tal fato contribui para que o estudante estabeleca relac6es entre ideias para a formacédo de
conceitos. Observamos este fato quando apresentamos a tecla le g, quando a dupla disse: “Ah
professora, essa tecla ¢ fantastica, pois calcula os valores dos expoentes” (dupla D1). E assim
constatamos que esta dupla estabeleceu a ideia de logaritmo como um expoente.

E neste momento relatamos um pouco a historia da invencéo dos logaritmos e os impactos
desta descoberta na sociedade cientifica da época.

Nesta sessdo, ao observarmos o comportamento das duplas frente as questfes, suas
discussdes e seus registros, percebemos que houve dificuldade no calculo aritmético e
algébrico, justificar suas respostas na linguagem materna. Em alguns momentos as duplas
compreenderam o enunciado da situagcdo-problema, mas no momento de escrever a justificativa
ndo conseguiam expressar suas ideias.

Contudo, percebemos que as duplas conseguiram generalizar as propriedades dos
logaritmos e relataram que de fato, fazer operagdes como a soma e subtracdo de logaritmos é
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muito mais facil do que utilizar a multiplicacdo e divisdo. Relataram que o matematico Napier
“foi fantastico em sua invencao .

A escolha das atividades que contemplassem a possibilidade de desenvolver nos alunos os
processos do pensamento matematico tais como a conjecturar, analisar, observar, visualizar,
investigar, generalizar e abstrair contribuiu para que os alunos compreendessem os logaritmos,
condicdo de existéncia e suas propriedades.

Acrescentamos que o uso da calculadora cientifica também contribuiu para o
desenvolvimento dos processos de investigagdo, mudanca de representagéo, generalizagéo e
abstracdo.

Para pesquisas futuras sugerimos que professores e pesquisadores sensibilizem os alunos
a utilizar a calculadora como uma ferramenta para validar as suas respostas e elaborem
atividades que possibilitem o desenvolvimento dos processos do Pensamento Matematico
Avancado de forma que contribua para a abstracdo de conceitos matematicos.
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