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Resumo

Neste trabalho, investigamos como os alunos nanslegoeriodo de Faculdade
compreendem 0s conceitos abstratos abordadosanalidis Algebra Linear |1,
focando no tépico Transformacao Linear. Estes dtoxeerdo estudados a partir da
teoria de proceito, fundamentada por Gray e Tallseus trabalhos publicados em
1991 e 1994, refletindo sobre a flexibilidade ectaceito, processo e
procedimento. Aplicamos um questiondrio para unpgue alunos da Engenharia
da UFRJ selecionados por nota em Matematica nobviést e em Célculo.
Observamos que este grupo, embora tenha obtidoratas tanto no vestibular
guanto em calculo, possui sérias deficiéncias madgao de conceitos basicos da
algebra linear tais como espaco vetorial e transdgéo linear.

Palavras chaveensino de matematica, algebra linear, transfofiméipear, LACSG,
proceito.

Introducéo

Observando os resultados negativos dos cursosgibrl Linear na Universidade Federal
do Rio de Janeiro, da qual um dos autores é pmfessla Universidade Federal Rural do Rio de
Janeiro, da qual outro autor foi professor sulistieum 2008, surgiu um grande interesse em
investigar de que forma conceitos abstratos basi@dsgebra Linear, como Transformag&o
Linear e Espagos Vetoriais, eram assimilados pslo®os.

Robert, Robinet e Rogalski destacam a importareidistiplina e de suas dificuldades
intrinsecas:
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(...) é fato que a Algebra Linear constitui uma partportante no contetido
matematico que é usado no inicio da universidatesvista como uma disciplina
fundamental por quase todos os mateméticos e pitwswientistas que a utilizam como
ferramenta. Além disto, as dificuldades dos estiedaem Algebra Linear parecem t&o
importantes e visiveis, qguanto em analise. (RabRwbinet(1989) e Rogalski(1990),
apud Dorier (1998), p.193.)

Os alunos na UFRJ costumam cursar a disciplinabdgeinear 1l no segundo periodo,
sendo que a maioria ndo pertence a faculdade denMtita e sim, de Engenharia. Durante a
vida escolar destes alunos, a matematica semmdédha@presentada a partir de definicdes bem
diretas (seno de um angulo é a razdo entre o tantinbateto oposto a este angulo e a
hipotenusa, bindmio de Newton,...) e algoritmosdkmamento, calculo de MDC, MMC...). No
curso de Algebra Linear irdo se deparar com déf@s@nunciadas a partir de propriedades do
préprio objeto em questéo, 0 que gera possiveidalises no aprendizado. Mas, isto ndo ocorre
apenas com os alunos da Engenharia; os alunogedaciatura e do Bacharelado em
Matemética passam pelo mesmo processo, sendo duees &@m antes apenas uma disciplina que
cause semelhante efeito, que é a propria Algebra.

Hiebert e Carpenter (1992, apud Niss, 1999, palEs)am para o risco de o aluno ficar
focado em dominio de procedimentos e algoritmgeeeander somente alguns aspectos dos
conceitos, aqueles ligados diretamente aos proesdas.

Para investigar se e como certos conceitos absuatdlgebra Linear sdo assimilados
pelos alunos, utilizaremos a no¢éo de proceitosaptada por Gray e Tall, em seus trabalhos
publicados em 1991 e 1994. Refletiremos brevenssiiee trabalhos americanos e franceses
que também se preocupam especificamente com wetesiAlgebra Linear.

A metodologia de pesquisa consistiu de um estudgorero qualitativo feito em duas
etapas: um questionario piloto, aplicado em 8 awnom questionario final, aplicado em 14
alunos, seguido de entrevistas semi-estrutura@asalunos do questionario piloto foram
selecionados, de um universo de cerca de mil algnesngressaram no primeiro semestre de
2009 na Engenharia da UFRJ, a partir de suas detasmtematica no vestibular e em Calculo |,
gue deveriam ser superiores a seis e oito, respaatte.

Os alunos do questionério final foram selecionaaws o critério de terem obtido nota superior
a 7 em Célculo I. Optamos por utilizar a nota de@a |, pois as provas sdo as mesmas para
todos os alunos. Para se ter uma ideia do graelelvedade deste critério, dos 472 alunos de
Algebra Linear Il da Engenharia do segundo semest2009, somente 43 possuiam nota maior
gue 6,0 em Calculo. Destes, 14 foram responderguestionario e foram entrevistados.

A andlise do questionario mostra que ha evidémgague ha uma grande dificuldade por
parte dos alunos de melhor desempenho em abspeiceito que lhe € ensinado. Tal fato nos
sugere uma fraqueza no ensino da Algebra Linearguérendo dizer com isto que o ensino é
ruim, mas que néo € eficiente quanto a compreafssiproceitos abstratos.

Mesmo este grupo selecionado de alunos nédo fazadg transitar livremente entre conceito-
processo-procedimento, o que é caracterizado gy &t all como flexibilidade.

Alguns exemplos de dificuldade é que apenas melaslalunos citou a propriedade da
linearidade ao definir Transformacéao linear, e @nw@nao citou que seu dominio e contra-
dominio sdo espacos vetoriais.

Xl CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.
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A maioria dos alunos achou, de forma equivocadaagfuincéo real do 1° grau f(x) =
2x+3 é uma transformacao linear.

Nas entrevistas, dos 14 alunos, 9 apontaram etgoliente a abstracao presente no curso
de Algebra Linear como a maior dificuldade da gisea. Outros 4 alunos citaram a falta de
aplicacdo como um dificultador. Apenas 4 aluno$gpiram o curso de Algebra Linear ao de
Célculo 1. Estes 4 alunos preferiram o curso desBtg Linear justamente porque gostaram do
curso mais abstrato e tedrico.

Dubinsky afirma que

ndo ha, porém, um grupo de pesquisa que fornedéreias que convengam a um
cético da escassez de sucesso nos cursos de Algedaa Ao contrario de Célculo e
outros topicos, nds ndo temos dados sobre umaiceticfracasso ou desgaste, analises
de questdes e resultado de exames, ou documeni@g¢édolamacdes vindas da faculdade
de quem leciona para os cursos em que Algebra Lépaé-requisito. (Dubinsky, 1997,
p. 86)

Esperamos com este trabalho acrescentar evidé&tasadificuldades no ensino de
conceitos béasicos da Algebra Linear.

Ensino da Algebra Linear

Os trabalhos de maior destaque no estudo do edaiAtgebra Linear se encontram na
Franca e nos Estados Unidos e comecaram a serzaioglunos anos 80. Na Franca, um grupo
de pesquisadores escreveu diversos artigos, goenseam um livroL'Enseignement de
L'Algébre Linéaire en Questipnoordenado por Dorier. J& nos estados Unidosjehaon grande
movimento de revis&o do curriculo de Algebra LinedrACSG, liderado por David Carlson.
O trabalho do LACSG sofreu criticas de Dubinsky.

Em 1990, por iniciativa da MAA (Mathematical Assatton of America), comecgou-se a
formacao dd.inear Algebra Curriculum Study GropACSG), que como 0 home sugere,
pretendia repensar e reformular o curriculo nomeré&cano nas Universidades de Algebra
Linear. O trabalho deste grupo envolveu muitos pieagores americanos, tanto em Matematica
guanto em Educacdo Matematica. As principais qasdtvantadas pelo LACSG sdéo: a grande
dificuldade que os alunos tém com a Algebra Limesmas causas, e a recomendacdo que 0 curso
seja orientado a partir de aplicacfes e operagiasmatrizes.

O LACSG conclui um primeiro curso de Algebra Lindave responder as necessidades
dos alunos da engenharia, que quantitativamentesepam a maioria dos alunos que cursam a
disciplina. Este primeiro curso deve ser matrizmado e deve ser utilizar tecnologia (por
exemplo, MATLAB ou software similar) neste primegorso. Ao menos um "segundo curso”
em teoria matricial/algebra linear deveria ser gmande prioridade para todo curriculo
matematico.

Outra recomendacéo é se limitar do RCelestino, 2000, p. 42)

Dubinsky (1997) apresenta questionamentos e @it#iod ACSG. Ele mesmo afirma que
seu objetivo ndo é substituir o LACSG, mas de ifflmais flores". Uma de suas criticas diz
respeito a suposta imaturidade dos alunos em fidaoen conceitos abstratos logo no primeiro
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ano da faculdade:

(...) se os alunos sédo tdo imaturos e o curso ideser dado depois, é apenas uma
questao de esperar? N6s estamos preparados pararafue outro ano de curso ira
significantemente desenvolver a sofisticagdo maieméos graduandos? Os relatérios
gue nés estamos recebendo dos estudos nacionarsrsug contrario. (Dubinsky, 1997,
p.88)

Dubinsky afirma que € muito diferente a dificuldaden matriz da dificuldade com
dependéncia linear, bases ou subespaco.

O livro L'Enseignement de L'Algébre Linéaire en Questi®®7) redne diversos trabalhos
de autores diferentes, tendo sido editado por Rddidrabalho destes autores comegou no fim
dos anos 80. Estudam como a Algebra Linear é inzidd no primeiro ano de estudo na
Universidade francesa, quando os alunos costuntaentie 18 e 20 anos.

Na Franca, também é senso-comum entre 0s proéssgoe lecionam Algebra Linear que de
fato ha um obstaculo no aprendizado de assuntos espacos vetoriais, base, transformacéo
linear, autovalores e autovetores, enquanto queui® mais facilidade em assimilar matriz e
sistema de equacdes lineares, que sao conteldespeaacionais.

Neste livro € apontado o paradoxo da Algebra Lineegslicando que apesar da disciplina
parecer a mais simples de todas as teorias da éatanos problemas encontrados para ensina-
la séo fora de proporcédo com suas dificuldadessecas.

Uma causa disso é que as situacfes-problemargrsexigem conhecimento mais profundo de
outras disciplinas, ou da prépria Algebra Linearséo muito elementares e podem ser
resolvidos com a Geometria Analitica, por exemp#d.constatacdo contradiz a ideia de que
sempre € possivel facilitar o aprendizado de aliguma a partir do uso de suas aplicacdes.

Na Franca, o ensino da Algebra Linear foi totalraeemodelado com a Reforma da
Matematica Moderna na década de 60 e a teoria akicarde espaco vetorial de dimensao finita
era dada no primeiro ano da escola secundariadquaalunos tinham cerca de 15 anos de
idade). No livro de Dorier, este formalismo € cdesado como sendo um genuino obstaculo ao
aprendizado da Algebra Linear para sucessivas@@sae os proprios alunos reconhecem isto.
Os professores também estdo sempre cientes diatiy gue o diferencial desta pesquisa é que
especifica a natureza das dificuldades encontradas.

A concluséo do trabalho de Dorier (1990) foi a de gs dificuldades dos alunos com os
aspectos formais da teoria de Espaco Vetorial réfiegas um problema com o formalismo, mas
provavelmente uma dificuldade em entender o especifo do formalismo na teoria de Espaco
Vetorial, e a interpretacdo dos conceitos formaige&acdo aos contextos mais intuitivos como
geometria ou sistema de equacdao linear, em qudistesicamente emergiram.

Foi feito um estudo no fim de 1987 para determineonhecimento e as ideias dos alunos
em Algebra Linear depois de terem tido o cursogamestudaram espaco e subespaco vetorial,
transformacéao linear, sistema de equacéao linedrizneadeterminante. Nesta pesquisa 379
alunos de programas de ciéncias (matematica e)fidectrés universidades (Paris 7, Lille e Paris
6) responderam a um questionario no 2° ano de Wdadle, isso antes que comegassem
qualquer nova instrucdo em Algebra Linear. De umdargeral, o resultado do questionario ndo
€ muito animador. Aproveitamos duas questfes esorteabalho empirico.

Xl CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.
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Os pontos mais citados pelos alunos franceses ddimaldades no Ensino de Algebra

Linear foram: Abstracao (40%), dificuldades nume&wwparticular, muitas novas definicdes e

teoremas para entender e aprender, calculos alddites atribuidas aos professores.

Algumas conclusdes desta pesquisa foram que mend3%d dos alunos sabem como
manipular no¢fes de imagem e nacleo das Transf@esdgneares e menos de 1\3 dos alunos
cita R' como um exemplo de espaco vetorial, se fixand&®&ou R. Para a maioria dos alunos
(franceses), Algebra Linear ndo passa de um catélegnuitas nocdes abstratas que eles
representam com grande dificuldade. Por habitg,sle submergidos por uma avalanche de
novas palavras, novos simbolos, novas definic@ewes teoremas. (Dorier, 1997, p.95)

No Brasil, a pesquisa sobre o ensino da Algebradrig extremamente recente, tendo
timidamente comec¢ado nos anos 90. Alguns trabajhesncontramos séo:

« Amarildo Menchiades da Silva (1997): Dissertacdd@Jdiversidade Santa Ursula do rio
de Janeiro com o titulo "Uma Analise da Producéasideificados para a No¢cao de Base
em Algebra Linear". Fundamentag&o tedrica: Modedoito dos campos semanticos de
Romulo Lins.

* Rute Henrique da Silva (1999): Dissertacao de Médstda Unesp de Rio Claro com o
titulo "Algebra Linear como Curso de Servico paf@omputacao”. Fundamentacao
teorica: Assimilacdo solidaria de Baldino e PengamMatematico Avancado de Tall.

* Marlene Alves Dias (1993): Mémoire de DEA da Unsie de Paris 7 (equivalente a
dissertacdo) com o titulo "Contribuition a I'analyun enseignement expérimental
d'algebre linéaire en DEUG A premiére année". Foreddacao tedrica: Didatica da
Matematica Francesa.

* Marlene Alves Dias (1995): Artigo do 19° PME cortitalo "Articulation Problems
between different systens of symbolic represemtatio Linear Algebra". Fundamentacao
tedrica: Jogo de quadros de Régine Douady e Regidé representacao de Raymond
Duval, e flexibilidade ndo-hierarquica.

Fundamentac&o Tedrica: Proceito e Algebra Linear

Em 1989, Sfard ja questionava 'como pode algorsgorocesso e um objeto ao mesmo
tempo?'. Tal questionamento, que Sfard estudoutia ga conceito da encapsulacéo, Gray e
Tall (1991) abordaram em seus trabalhos sugerindagesposta esta no modo com que 0s
profissionais de matematica superam este problema.

Para melhor estudar objetos matematicos, os auttligaram o termo "proceito’. A partir
do estudo do proceito desejavam compreender cegaed a alguns alunos serem bem
sucedidos em matematica e outros ndo, como é tpeatsnos bem sucedidos lidavam com os
objetos matematicos.

De forma geral, no curriculo de uma disciplina qual, se faz distincdo entre habilidades
ou procedimentos que um individuo precisa adqu@riim de que eles consigam fazer as coisas,
e 0s conceitos ou fatos basicos que se esperdegusadam com 0s quais eles operam com suas
habilidades. Isso sugere uma dicotomia fundamentad procedimentos e conceitos, entre
coisas para fazer e coisas para se saber. (Graly, 4994, p.2). Tendo em mente estes

Xl CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.
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conceitos, Gray e Tall definem (em 1994) o procetimo uma mistura de processo e conceito,
em que processo e produto sdo representados pstosgmbolismo. Assim, o simbolo para
um proceito pode evocar um processo e um con¢€@tay e Tall, 1991, p.2)

Os aspectos procedimentais da matematica focaotinaira manipulacdo de objetos que
sao representados por material concreto, palaaladals, simbolos escritos ou imagens mentais.
E relativamente facil de ver se procedimentos s#&duzidos adequadamente e o desempenho
em tarefas similares sdo muitas vezes tido comadaelh execucao dessas habilidades. (Gray e
Tall, 1994, p.2)

Os procedimentos sdo fundamentais para a constdaca@mtematica, assim como 0s
conceitos. Gray e Tall (1994), inclusive chegarfiranar que os procedimentos ajudam na
compreensao de conceitos:

Conhecimento conceitual € mais dificil de se acdswaque o conhecimento
procedimental). Isso porque este conhecimento &tuat) € rico em relacdes. O
pensamento flexivel usando um conhecimento coratéitprovavelmente muito
diferente do pensamento baseado em procedimefimd\vris. Procedimentos ainda
formam uma parte basica da matematica desenvoNalaerdade, ha claras evidéncias
de que procedimentos podem exercer uma sutil fungdormacado do conceito, em que
a interiorizacao de procedimentos pelos alunos podduzir para sua cristalizagdo como
objeto mental, que pode constituir o foco de unsaerento conceitual elevado. (Gray e
Tall, 1994, p.2)

Gray e Tall (1994) também defendem que a razddajone a matematica uma area do
saber simples para uma minoria de alunos, enqueta grande maioria fracassa, € que esta
minoria esta fazendo uma matematica qualitativaeneiférente dos demais. Para eles, o que
evidencia esta diferenca qualitativa é a existéteiama flexibilidade entre conceito-processo-
procedimento.

Eis aqui a questao central do estudo do proceitex#ilidade! Em todos os trabalhos de
Tall sobre proceito tal flexibilidade entre conogitrocedimento-processo é destacada, mas a
partir de seus trabalhos mais recentes, fica neis ainda tal fato. Tanto que inicia uma nova
teoria: a dos trés mundos da matematica.

Da mesma forma que os numeros, vetores também peeteamcarados como proceitos,
pois podem ser vistos como um elemento do espdgdaleum ente matematico com maodulo,
direcdo e sentido; algo que pode ser estaticorndco; resultado de operacao entre outros
vetores (soma, homotetia...).

Uma transformacéo linear também & um proceito,mp@@u entendimento é complexo.
Segundo Tall, uma funcdo € um proceito, porque podeensar na conta que € feita para achar
a imagem de um determinado elemento do dominiotanasém € um conceito que vale para
gualquer variavel.

Parte da definicdo da Transformacéo Linear dizaigs@ ela ser uma fungéo. Logo, a
transformacéao linear é operacional por levar ut€metgo do dominio em um elemento do
contra-dominio e também € um conceito que vale gpaaivariavel. Mas, a questao € que a
funcdo é um conceito da transformacéao linear,u;gdfo em si € um proceito. Logo, a funcéo e
um proceito e um elemento conceitual de outro pimoe da transformacéao linear. Tragcando um
paralelo com a mateméatica, um conjunto pode seregieo de outro conjunto, como por

Xl CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.
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exemplo um elemento do conjunto das partes é ugsojunto.

De modo semelhante, o dominio e contra-dominisatestormacao linear sdo espagos
vetoriais, 0 que é um aspecto conceitual, mas acesgetorial em si € um proceito.

Além disso, na propria definicdo de Transformaci@ear, existem procedimentos, que
costumam ser averiguados pelos alunos, que sab(sevy = T(u) + T(v)$ e $T(\lambda u) =
\lambda T(u)$, onde u, v pertencem ao dominio dasformacéao Linear e $\lambda$ € um
escalar qualquer. Porém, pelo referencial te6recGrhy e Tall ndo é possivel caracterizar a
linearidade como conceitual ou procedimental coatidéo.

Refletindo sobre a Transformacao Linear, que énatée nossa pesquisa, podemos
enxerga-la como um proceito, estando ciente dasuttihdes em se formar um proceito. Ou
seja, entender transformacéo linear como proceitim@reendé-la em sua totalidade, tendo
flexibilidade entre seu conceito e os procedimeqteso cercam. Esta percepg¢éo torna mais
facil compreendermos as dificuldades que os alsaptem ao lidar com 0 nosso objeto
matematico.

Metodologia

A metodologia de pesquisa consistiu de um estugirar qualitativo feito em duas
etapas: um questionario piloto e um questiondmia faplicado a diferentes grupos de alunos,
seguido de entrevistas semi-estruturadas. Primemanaplicamos um questionario (mais tarde
nomeado de questionario piloto) a oito alunos daéssidade Federal do Rio de Janeiro e
depois os entrevistei. Estes alunos eram de diftssenirsos da Engenharia (Civil, Ciclo Basico,
Produc&o...). Selecionamos alunos que tinham aoatedursar a disciplina Algebra Linear I
no segundo semestre de 2009, sendo que cursaratédanpela primeira vez (ndo eram
repetentes). Este questionario piloto foi aplicadodezembro de 2009 e janeiro de 2010.

Na primeira etapa da pesquisa (questionério pilo®palunos foram selecionados de um
universo 808 alunos a partir de suas notas de masitenmo vestibular e em Célculo |, que
deveriam ser superiores a seis e oito, respectivi@ame
De acordo com estes critérios de nota, 59 alumasnf@reviamente escolhidos e destes, 8 foram
localizados e participaram da primeira etapa dgusa. O objetivo desta selecao foi o de
conseguir alunos que fossem bem sucedidos, ao memésfase procedimental da matematica.
Desta forma, atingimos alunos estudiosos, embtran&o possa ser garantido pelo método de
selecao.

Aplicado o questionario piloto, percebemos querakgiquestdes poderiam ser melhor
trabalhadas e que poderiamos abranger um nimeoo desalunos, fazendo um novo estudo
empirico. Elaboramos um novo questionario, basteneelhante ao anterior, que chamamos de
questionario final. Este questionério final foiiaptlo no final de junho e durante as duas
primeiras semanas de julho de 2010, tendo comagaidivo os alunos que estavam terminando
de cursar Algebra Linear 1l naquele momento (201)0/0

Estes alunos foram selecionados por nota, mas g@ri@s menos exigentes, pois se
tratava de um grupo de alunos que tinham em suarima@igressado na Universidade em
2009/02 com notas inferiores aos da primeira selepéaeto os alunos da Engenharia de
Producdo, que ingressaram em 2009/01, mas curg#uiplina no terceiro periodo. Nesta
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segunda selecao, encontramos 163 alunos com ru#e®Ua sete em Célculo | (em 2009/02) de
um universo de 472 alunos, porém destes, 120 néocsmtravam em pauta alguma de Algebra
Linear Il ou haviam cursado a disciplina em 2008y, restaram apenas 43 alunos com nota
superior a sete em Célculo I. Destes 43 alunosieap@ alunos tinham nota superior a seis em
Matemadtica no vestibular, 4 tinham nota supericinao e inferior a seis, e 3 alunos tinham nota
superior a quatro e inferior a cinco, e o restéfealunos) tinham nota inferior a 4,0. Deste
modo, optamos por ignorar a nota do vestibular eateMéatica como fator de selecéo, embora
vamos trazé-la a tona ao longo da pesquisa, emssdghpenas que o aluno tivesse nota superior
a sete em Calculo I. Por fim, dos 43 alunos cora soperior a sete em Calculo I, apenas 13
foram encontrados ou responderam ao e-mail aceitemldborar com a pesquisa. Além disto,
mais um aluno que né&o havia sido selecionado, tenlioni-se a participar por iniciativa prépria.
Totalizamos assim, 14 alunos na segunda etapasdaipa.

Como os alunos foram selecionados por nota e radsstnesma turma (tiveram
professores diferentes), a pesquisa ndo estanddewan consideracdo que cada aluno pode ter
visto abordagens distintas de uma mesma matégagj@ada professor imprime em suas aulas
um pouco de suas crencas e concepcdes de enginurépdio saber cientifico.

E importante ressaltar que os dois questionarigéigto e final) deveriam ser respondidos
exatamente na ordem em que estdo configuradosiengd&tamente apds o término do
preenchimento do questionario, foi dada a oporadedyara que o aluno alterasse suas
respostas, justificando o porqué. O motivo de stioario ter que ser respondido na ordem é
gue ele foi elaborado de modo que a questédo sequiidiesse auxiliar na resposta da anterior.
Por isso o0 aluno poderia mudar alguma (ou toda®sgp®stas no final. Porém, nenhum aluno
alterou sua resposta ao fim de responder o quésitioestacamos agora o desinteresse em
alterar qualquer resposta por parte dos alunos.

Vamos destacar aqui alguns aspectos desta pesgaiseo ao questionario final aplicado.
Os detalhes sdo apresentados em Furtado, Ana (2010)

O questionario tinha uma parte de perguntas pessmano: Vocé se considera um bom
aluno em Matemaética? Vocé gosta de matematica®e@chou do curso de Algebra Linear 11?
Vocé gostou mais do curso de Célculo | ou Algebrear 11?7 Qual €, em sua opinido, a
dificuldade do curso de Algebra Linear 11?, e petgs sobre Algebra Linear.

Pedimos aos alunos que justificassem todas asstaspa fim de os conhecermos melhor.
Na parte de Algebra Linear, vamos destaeate trabalho as seguintes questodes:

1. (a) Dé trés exemplos de espacos vetoriais.
(b) Um polinbmio pode ser um elemento de spago vetorial? E uma matriz?

2. Explique o que é uma transformacao linear.
3. Considere a funcéo f: R --> R tal que f(x)= 2x.+ 3

(a) A funcéo f é uma transformacao linear? Justifiq
(b) Vocé pode justificar a letra (a) de uma segundaa?
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: . 0 1 ~ . .
4. Considere a matriz A % 1 O}’ gue representa uma rotacdo de 90° (sentido anti-

1
horéario) em R. Por exemplo, se aplicarmos A no vetor [2} OR?, obtemos que

SANS H

llustramos o efeito de A em na figura abaixo:

*y

Figura 1L Grafico que ilustra o efeito da rotacdo de 90Vetor dado.

Resultados

Na questdo “Dé trés exemplos de espacos vetori8ialunos deram os 3 exemplos
corretos, 3 alunos somente dois exemplos, e 2 slsmmente 1 exemplo correto. O exemplo
mais citado foi o Rou R (11 vezes), polindmios (6 vezes) e b(Rvezes). O fato do%u R
serem t&o citados enfatiza 0 quanto no curso debidglLinear predomina uma vis&o
simplificada de espaco vetorial, trabalhando-sesoain estes conjuntos, em detrimento de
trabalhar com o conjunto das matrizes, por exengple,nédo foi citado por nenhum aluno.

. ~ 3

Para a questao “Explique o que € uma transformiag@ar”, eles se concentraram nas
propriedades de linearidade (7 alunos) e ser fu(@atunos), enquanto somente 4 alunos
observaram que o dominio e contradominio tém quesgmco vetorial. Os dois aspectos mais
citados (linearidade e fungao) pelos alunos revelara visdo procedimental do proceito de
transformacéao linear.

Para a questao de determinar se f(x) = 2x + 3éttanaformacéo linear, 6 alunos
acertaram e 8 erraram. Os que acertaram, justficas respostas de forma procedimental. Dos
gue erraram, 5 cometeram erro conceitual, sejafironar que se o dominio e contra-dominio de
uma funcdo séo espacos vetoriais, entédo a fungaasformacéao linear ou por considerar que
toda fungéo do 1° grau é uma transformacao linear.

E importante notar que apenas teve éxito neststameguem utilizou argumento
procedimental. Todos os que tentaram usar baseitasic langaram méo de argumentos
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conceituais falsos, que os conduziram ao erro. ardduno observou neste item que a
funcdo dada ndo passava pela origem (logo, ndtsansformacao linear), o que seria um
argumento conceitual correto.

Na questéo procedimental “Crie uma funcédo que éésmentos de Rem elementos de
R*, 10 alunos acertaram, o que esperavamos, jAsjakinos provavelmente estdo acostumados
a trabalhar com funcdes deste tipo, tanto que marahuno deixou-a em branco.

O mais surpreendente € que neste grupo seletomiesalh ndo souberam responder.

Finalmente, na questdo em que apresentamos uma detotacdo de 90 graus, e
pedimos para calcular®A10 alunos acertaram. Notemos que todos os atur®se utilizaram
de uma visdo geomeétrica, em que a matriz transftfindada era a matriz rotacdo, responderam
com éxito a questao, que vista sob este prisma ggdsonsiderada uma questdo bem simples e
conceitual.

No entanto, os alunos que optaram por urfasé procedimental se dividiram em
acertos e erros. Dois alunos erraram ao multipieguidamente matrizes e um aluno utilizou
descriteriosamente a decomposicao espectral, gardi@ contas com matrizes erradas e sem
justifica-las.

Era esperado por nds que neste item umeraiconsideravel de alunos realizasse
multiplicacdo de matrizes e de fato oito de catatmeos o fizeram.

Discussdes dos Resultados

A partir da breve exibicao de resultados temoséngis de que ha uma grande
dificuldade por parte dos alunos em abstrair ogitogjue lhe é ensinado. Os alunos néo foram
capazes de transitar livremente entre conceitogsszeprocedimento, o que € caracterizado por
Gray e Tall como flexibilidade.

Mais especificamente, os alunos ndo souberam recenbbma Transformacéo Linear.
Apenas metade dos alunos citou a propriedade €aridade ao definir Transformacéao linear na
guestdo 2, e a maioria ndo citou que seu domioimea-dominio sdo espacos vetoriais. A
maioria dos alunos considerou que a funcao re&f dpau f(x) = 2x+3 é equivocadamente uma
transformacéo linear (6 acertos). Os alunos comsgguem sua maioria, gerar uma funcéo de
R? em R (10 acertos), mas nao tiveram o mesmo éxito aar iencao de espaco de polindmios
em espaco de matrizes (5 acertos). A maioria ndereéd com cuidado o dominio e contra-
dominio de uma funcéo para caracteriza-la comfowemacéao linear ou ndo (apenas 4 o
fizeram).

Grande parte dos alunos tentou resolver as quesidesir de visdes procedimentais, e
muitas das vezes em que investiam em uma respmstaitual, usavam conceitos equivocados,
revelando despreparo frente ao tépico transformiagdar.

Ressaltamos que este é um estudo qualitativoalognamgeu um grupo seleto dos alunos
bem sucedidos em matematica da UFRJ. Trabalhamosaiorze alunos, porém apenas foram
encontrados quarenta e trés alunos cursando Algéirar Il em 2010/01 que satisfaziam nosso
critério. Logo, catorze de quarenta e trés é reptasivo (33% dos selecionados), e apesar do
namero de alunos ser pequeno é expressivo. E@statacdo nos leva a questionar o ensino de
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Algebra Linear, mesmo tendo consultado poucos aluno

Dos catorze alunos, nove apontaram exat@nte a abstracao presente no curso de
Algebra Linear como a maior dificuldade da discigliOutros quatro alunos citaram a falta de
aplicacdo como um dificultador. Apenas quatro asum@feriram o curso de Algebra Linear ao
de Calculo I. Estes quatro alunos preferiram oadesAlgebra Linear justamente porque
gostaram do curso mais abstrato e teorico.

Conclusodes

E preciso uma reflex&o sobre que tipo de alunogeques formar. Com a resposta em
mente, uma reforma curricular poderia ser realizaden de tornar nosso ensino mais
pragmatico e computacional (formando profissiobaiss e pragmaticos, que foi o esforgo
americano a partir do LACSG) ou um ensino que diaomais com o aluno sobre conceitos
delicados e que tanto custou & humanidade desem{@dvmando profissionais com maior
embasamento tedrico capaz de atuar no desenvoldrdarciéncia). Cremos que a sociedade
necessite de todo tipo de profissional. Logo, ré@pale abrir mao de pessoas qualificadas para
atuarem como agentes do crescimento tecnoldgico.

O grupo do LACSG prop06s que houvesse um primeirgoconatriz-orientado para so
depois ser introduzida a teoria da Algebra Lineaa@spacos vetoriais quaisquer (e nem todos
os alunos fariam obrigatoriamente este segundoxuM®s julgamos esta proposta
positivamente e pensamos que pode ser uma bod@spkmbora ainda ndo se tenha provas de
gue o resultado de seu uso foi proveitoso ou nabiri3ky (1997) afirma que apenas este
semestre a mais para o amadurecimento da abstre¢ématica do aluno néo € garantidamente
suficiente.

O trabalho do grupo francés coordenado por Doti@®7) aponta para outro problema: a
inexisténcia de situagdo problema que os alunasapositilizar em um primeiro curso de
Algebra Linear que dé origem ao desenvolvimentsudes principais questdes. Logo, este fato
continuaria afetando o segundo curso propostolpEESG e é inegavelmente um grande
obstéculo no ensino da Algebra Linear.

E necessario repensar a ideia do potencial deagplis de conceitos matematicos no
ensino e aprofundar um estudo histérico que supongereflexdo epistemoldgica para sermos
mais compreensivos e sensiveis com as dificuldquie®s nossos alunos encontram ao estudar
Algebra Linear.

Pensamos que este trabalho suporta muitos desda@snvisto que ainda ha muito a ser
pesquisado nesta area, que € nova dentro do EsiMatematica. Os dados e constatacées aqui
obtidos mostram que mesmo os "melhores” alunoglionldades em assimilar proceitos em
Algebra Linear. Entdo naturalmente algumas pergusuegem, podendo desencadear futuras
pesquisas, como: relacionar as dificuldades do®alam Algebra Linear com o ensino que
tiveram anteriormente (no Ensino Médio), estudoaleas metodologias de ensino, estudo do
proprio curriculo brasileiro de Algebra Linear géstigacio de possiveis (e provaveis)
dificuldades em outros topicos.
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