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Resumen

Se propone una forma de examinar los contenidos de un tema de célculo integral para
profesores de bachillerato o de licenciatura. Se emplean distintos métodos y
estrategias para obtener, con el apoyo de una calculadora graficadora, el volumen del
solido comprendido entre dos tubos cilindricos idénticos que se intersecan en angulo
recto. El trabajo comprende cinco etapas. Primeramente se utilizan recursos fisicos
manipulables para analizar el problema y examinar elementos geométricos y
relaciones que intervienen en el proceso de resolucién. Después se construyen
configuraciones que rescatan las propiedades surgidas del analisis de los recursos
fisicos. Luego se obtiene el volumen del sélido con métodos y estrategias de tres
maneras: con recursos geomeétricos, con el empleo de sumatorias y, finalmente,
empleando integrales. Los contenidos propician el disefio y la elaboracion en
actividades e instrumentos de evaluacién para el aprendizaje y la aplicacion de los
temas tratados. Las actividades, los ejercicios y los problemas que se resuelven en el
taller son ejemplos de apoyos que pueden elaborarse a partir de los contenidos
tratados.
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Introduccion

El taller esta dirigido esencialmente a profesores de los niveles bachillerato y superior
interesados en el aprendizaje de procesos que requieren de conceptos geométricos con el uso de
recursos de célculo integral. Se ponen en préactica diversas formas metodoldgicas de abordar
problemas relacionados con el calculo de volimenes de solidos y la basqueda de estrategias que
favorecen la eleccion y el empleo de métodos, procesos y procedimientos que guian la

resolucion. El problema que aqui se examina consiste en encontrar el volumen del solido

1). Tal sélido es el bicilindro (Figura 2). Arquimedes (287 a.n.e.—212 a.n.e.) (Hogendijk, 2002)

y Liu Hui (s. 111 d.n.e.) (Straffin, 1998) calcularon su volumen. El sélido comprendido en la

interseccion de tres cilindros de un mismo radio, con ejes perpendiculares dos a dos (Figura 3) es

solidos de Steinmetz en honor al ingeniero de origen aleman Charles Proteus Steinmetz (1869-

1923) (Hogendijk,

2002). \/ //\ > /

proponen comprenden >/ \(

las siguientes etapas con

acciones especificas en /\ /\r

1. En primer lugar, con
el uso de ciertos recursos manipulables, se pide a los profesores, organizados en equipos, que
obtengan propiedades del solido. De la visualizacion, observacion, exploracion, examen 'y
relaciones de los elementos geométricos entran en juego para delimitar y elegir el método y
las estrategias que deben considerarse en la resolucién del problema.

2. Ensegundo lugar se construyen configuraciones geométricas para rescatar, estructurar y

3. Enlatercera etapa se resuelve el problema por métodos geométricos que incluyen recursos
intuitivos, no formales. Esto propicia un acercamiento al descubrimiento de férmulas para
calcular el volumen del s6lido. También da pie para avizorar formas generales en las que

4. En esta etapa se expresan algebraicamente los calculos del volumen del sélido utilizando
sumatorias. Esto permite, por una parte, obtener aproximaciones minimizando el error hasta
donde se desee y, por otra, determinar, en forma exacta, el volumen por medio de calculos

5. Enla dltima etapa se indagan y seleccionan diversos métodos y estrategias para encontrar el
volumen del sélido empleando conveniente y adecuadamente distintas clases de integrales.

En lo que sigue se presentan ejemplos que ilustran las etapas que se proponen para conducir las

comprendido en la interseccion de dos cilindros de igual radio y con ejes perpendiculares (Figura
un tricilindro (Figura 4). Tanto al bicilindro como al tricilindro se les conoce con el nombre de
Las actividades que se
cada una. Figura 1 Figura 2 Figura 3 Flgura 4
andlisis de las construcciones establecen conjeturas y descubren qué propiedades y qué
escribir las propiedades surgidas del andlisis de los materiales manipulables.
puedan aplicarse procesos infinitos para el calculo exacto del volumen del sélido.
que involucran procesos infinitos.
actividades. El taller se auxilia con el uso de calculadoras graficadoras.
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Etapa 1. Obtencion de propiedades geométricas del sélido a partir de materiales
manipulables.

La resolucion del problema no es tan dificil como lo es el construir materiales manipulables
apropiados, o las configuraciones geomeétricas requeridas para exhibir e ilustrar las propiedades
del sélido; sin embargo, a partir del uso de estos recursos se obtienen propiedades geométricas de
sus elementos constitutivos. Se muestran algunas representaciones graficas en las figuras 5, 6, 7

)LJ

Figura 5 Figura 6 Figura 7 Figura 8

La superficie del bicilindro consta de cuatro gajos cilindricos separados entre si por cuatro curvas
correspondientes a arcos congruentes de elipses (Figura 5).

Algunas preguntas que fundamentan las actividades, ejercicios y problemas del taller en la
primera etapa son las siguientes:

¢ Cudles son los elementos geométricos y las medidas de cada uno de las cuatro caras curvas que
definen la superficie del bicilindro? (Figura 5).

¢Cuénto miden los angulos diedros formados por las caras planas de los gajos que forman el
bicilindro? (Figura 5).

¢ Qué curvas se obtienen con las intersecciones de los bordes del sélido, cuales son sus
ecuaciones y cuales son las medidas de los elementos de esas curvas? (Figuras 13 y 14).

¢ Qué clase de curvas son las que estan sobre la superficie del sélido y sobre el plano que pasa
por los dos puntos donde coinciden los cuatro gajos que forman al bicilindro, cuéles son las
ecuaciones de estas familias de curvas y cuales son las férmulas para encontrar los elementos de
esas curvas? (Figuras 6, 7 y 8).

¢Sobre qué clase de curvas estan los arcos que se establecen con las intersecciones de las
secciones de las figuras 6, 7 y 8 y los planos que giran en torno a una recta que pasa por dos
puntos fijos elegidos sobre la superficie de las secciones consideradas? Considerar distintas
posibilidades de eleccion de los puntos fijos; por ejemplo, los dos puntos donde concurren las
parejas de vértices de los cuatro gajos que constituyen la superficie del sélido (Figura 5).

Etapa 2. Construccion de configuraciones geométricas para extraer propiedades incluidas
en los recursos fisicos.

Imaginemos dos tubos cilindricos del mismo radio, idénticos, que se intersecan en angulos
rectos, dispuestos en forma horizontal que sus ejes se encuentran en un mismo plano. Si se hacen
cortes horizontales en el solido cada seccion es de forma cuadrada (Figura 9). El lado del
cuadrado de mayores dimensiones, el de la parte central, tiene la misma medida del diametro de
los cilindros.

En esta parte se construyen figuras que ilustran las posiciones relativas del sélido de Steinmetz
con un plano y las de un plano con dos cilindros de igual radio que se intersecan
perpendicularmente. Son ejemplos las figuras 9, 10 y 11.
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Figura 9 Figura 10 Figura 11

Las actividades, ejercicios y problemas que se proponen en la segunda etapa se relacionan con lo
siguiente:

Analizar la simetria del sélido (Figura 10).

Describir la forma en que varian los cuadrados formados por la interseccién de los cilindros
(Figura 9).

Determinar la clase de curvas y analizar la forma en que varian considerando las diferentes
posiciones relativas del plano con el sélido de Steinmetz. ¢ Cuales son las ecuaciones de estas
curvas? (Figura 10).

Determinar la clase de curvas y analizar la forma en que varian si se consideran las diferentes
posiciones relativas del plano con dos cilindros de igual radio que se intersecan
perpendicularmente. ¢ Cuéles son las ecuaciones de estas curvas? (Figura 11).

3. Acercamiento al calculo del volumen del sélido con argumentaciones geométricas.

Se puede encontrar una formula para el volumen con conceptos geométricos elementales sin
hacer uso formal de recursos de célculo integral. En el ejemplo que se presenta podemos
simplificar las cosas tratando s6lo una parte del s6lido, de ocho idénticas, obtenidas practicando
cortes perpendiculares en tres direcciones (Figura 12). El corte horizontal produce dos solidos en
forma de tienda de camparia con bases planas y cada uno con cuatro paredes curvas (Figuras 13y
14). Cada uno de estos nuevos sélidos se cortan en cuatro partes con dos cortes verticales
perpendiculares. Consideramos una de las ocho partes del sélido inscrita en un cubo de lado r
(Figura 15).

T~ N

.

Figura 12

Figura 13 Figura 15

En lugar de encontrar el volumen de la parte que compone al sélido encontramos el volumen de
la parte complementaria, entre la octava parte del sélido y el cubo de radio r. Imaginemos que
practicamos cortes horizontales en el cubo a alturas h, desde la base (Figuras 13 y 14). Se tienen
cortes de forma cuadrada de lado r (Figuras 13, 14 y 15). De éstos, las partes cuadradas que
tienen vértices comunes con una de las aristas del cubo forman parte del bicilindro y los
poligonos concavos restantes, en forma de L (hexagono L), son complementos del sélido
(Figuras 13, 14 y 15). Si el lado de la placa cuadrada complementaria del hexagono L tiene
longitud k entonces el area del hexagono L que le corresponde es igual a r2 — k2.
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En la cara frontal del cubo se tiene un triangulo rectangulo (Figura 14) de hipotenusa r y catetos
h, k, donde h también corresponde a la altura a la que se encuentra el hexagono L, a partir de la
base del cubo. Se tiene la relacion 2 — k% = h2. En consecuencia, el area del hexagono L es

r? — k? = h%. Apoyados en un razonamiento semejante se puede inferir que para cada altura h
el hexagono L es equivalente a un cuadrado de area h2. Por tanto, el area de la parte
complementaria del s6lido aumenta gradualmente en la misma forma que se incrementa el area
de un cuadrado de lado cero hasta el area de un cuadrado de lado r, en el corte de mayor altura,
de area r2. Por tanto, es equivalente a una piramide donde el area de su base es r2 y la altura es

3
r; es decir, un piramide de volumen % Consecuentemente, el volumen del bicilindro es igual a

o -8(2) =12

Las actividades que complementan el aprendizaje de la tercera etapa se basan en considerar una
parte conveniente del s6lido y transformarlo en una region equivalente. Otra forma de proceder
es buscar capas del solido que conservan cierta relacion con capas de otro sélido de volumen
conocido.

4. Célculos utilizando sumatorias.

En los ejemplos presentados en esta parte el solido se divide convenientemente en capas con la
finalidad de expresar su volumen en forma aproximada en una férmula que incluye sumatorias.
Una vez establecida la formula se puede emplear para encontrar aproximaciones sucesivas del
volumen del so6lido o para expresarlo en forma exacta obteniendo el limite de la expresion
algebraica cuando el nimero de capas en que se ha dividido el sélido aumenta indefinidamente.
A continuacion se presenta un ejemplo de la busqueda del volumen del s6lido comprendido en
la interseccidn de dos cilindros que sus ejes estan en un mismo plano, son de igual radio, r, y se
intersecan formando angulo recto.

Ejemplo. El sélido representado en la figura 16 se divide en capas cuadradas superpuestas
(Natanson, 1977) .
z Dado que el sélido es simétrico respecto al plano xy se calcula el volumen de
I la bdveda correspondiente a su mitad, para
O<z<r.
| . La altura a la que se encuentra el prisma que ocupa

A y Y. kr oo .
Figura 16 la pOSIf:Ion kes — (Figura 17). De las figuras 18 y
19 se tiene

2
kr

x2 =r?— (—) )
n

Figura 17

La longitud del lado del cuadrado que esta en el plano z = % es

2.\/r2(n? — k?)
2x = .
n

X
Figura 18
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El area de la base de los prismas cuadrangulares es igual a

5 4r?(n?-k?)
=——"

4x

a.r_-"

r - -7 s
y la altura es . Una aproximacion del volumen de la boveda es

- n® —k?\ ,r
2 Z 42— | (-
k=1( ) ( n’ > (n) Figura 19

El volumen de la béveda se obtiene al encontrar el limite.

n

2 2
n°—k r

23m 3ar (C) (0,

n-—oo n n

k=1
El volumen del sélido es el limite de la suma de los volumenes de los prismas cuadrangulares
. L : 8 16

cuando n tiende a infinito; es decir, V = 873 — §r3 = ?r3

Con la siguiente secuencia de teclas se obtiene el mismo limite en la calculadora HP 50g:

r \ - ”’\ r ~ N AN T A" N T . - | 7
L JiEviica i4 ) 2 JevmRiL2 JEVRIC ) 2 (ALHA] ’ﬂ ’T‘w / ) ’T“
AR | 3 Y, R 3 \ .
(APrA) (N1 (3D (4 JAPHA) R " (L2 /Ay Zany
\'7\’f \,:.- WX i i h h J— i \r:' WX i i h
)L @7 )2 Jas Gas (= A E (7 )2 Jay
Ay ANy AN = AN 2 /AN AN Zay Ay
] VR —=— IS VA T o0 ENTER | [ EMTER)
X J(ALPHA) RIL= ) (ALPHA] (N] 0 (ALPHA] NP U ) a Joo  (EVTER) (ENTER)
EAD BYZ HEW K= 'R ALG
HOKE>
H 2z
lim EME-%-%
Heli=1 M
o
=R

EDIT | YIEH | RCL | 5T0k |FURGE|CLEAFK

Las actividades, ejercicios y problemas que se proponen para la cuarta etapa del taller se basan
en cuatro aspectos. Primeramente se busca una forma de dividir una parte o todo el sélido en n
capas de manera que al sumarlas se llegue a una formula para una aproximacion del volumen en
funcidon de n. En segundo lugar, a partir de la formula encontrada, se obtienen aproximaciones
especificas del volumen para ciertos valores de n. Luego se valta la férmula variando el valor de
n, de manera que aumente su valor; si es posible, siguiendo algun patron de crecimiento observar
la tendencia del valor del volumen. En cuarto lugar, se obtiene el volumen del sélido mediante el
limite de la funcion del volumen cuando n tiende a infinito.

5. Calculo del volumen del solido empleando integrales.
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Esta parte ilustra la sintesis que representa la integral como un método para medir magnitudes
factibles de reducirse a sumas infinitas de cantidades infinitamente pequefias. Es importante la
eleccidn de los métodos y las estrategias para tener la clase de integral idénea al proceso de
resolucion. Se presentan dos ejemplos para encontrar el volumen del bicilindro con el empleo de
integrales (Weisstein, consultado el 15 de enero de 2011).

Ejemplo 1. El area del los cuadrados en el sélido de la figura 18 esta dada por la funcion

fly) =4(r? — z2).
La integral util en este caso es la siguiente:

V= fabA(Z)dZ,

donde V es el volumen de un solido, A(z) es la funcion que expresa el area.

T
16
V= f4(r2 —z%)dz =?r3

-r

Con la siguiente secuencia de teclas se obtiene el resultado:

[ 1 SO il ] [ N / [ [ | i/—-‘-ﬁ\'\ ) { |'/—--k\‘-. Fi = TP
L2 JlEew ) 2 ) T ALPHA) \/ﬂ e SO (ALPHA) \/ﬂ (P> fpe e weww= ALG
™ ~ / ;I Al , ¢ ._/.‘( N ~ “ . .—_ ~
40 U @@ T2 A Ay (=) [ a2z
Al eal ./.‘( . ) [/‘__-‘-\\ Al Ve .:;‘-_I.‘T;:“'\ T ,'T,-:"" H . —
(APeA) (2] (L L2 JOwD (ALpHA) (Z] (ENTRR ) (ENTRR) R

EDIT | VIEN | RCL | STk |FURGEICLERF

Ejemplo 2. Se considera la cufia obtenida al intersecar un cilindro con un plano que pasa por un
diametro de la base formando un angulo de 45° con el plano de la base (Figura 20).

Estrategia 1. Se calcula el area de los rectangulos perpendiculares a la base.
Tienen dos lados tangentes al cilindro y los lados que descansan sobre la
base son paralelos al diametro.

La longitud de la base de los rectangulos se define por la ecuacion

y = 2Vr2 — x2 (Figura 21).

La altura de los mismos, se establece con la funcion z = x.
Las areas yz = A(x) de los rectangulos se obtienen con la funcién

A(x) = 2xVr? — x2 .

El volumen de la cufia esta dado por la integral
X 2
V=f0r2x\/r2—x2 dx=§r3.

~ . ey . 16
Dado que hay ocho cuiias en el bicilindro el volumen es igual a ?r3

Figura 20

Figura 21
La siguiente secuencia de teclas conduce al resultado:
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,_). Hm [ & I y 07_ T\ALPHAH |’—|”—‘“‘ ’—Il 8 \IALPHAII S, /—I\‘___l
2 Ay as (A2 @ @mE
RAD RYZ HER F= '8 HLG
HOKEZ
r
EIE-H- FE—HE o

Estrategia 2. Se calcula el area de los triangulos rectangulos e isdsceles que se encuentran en
planos perpendiculares a la base, tienen un cateto sobre el cilindro y el otro en la base del s6lido
(Figura 22).

Debido a que z = x el area de los triangulos es

x2 r2_y2
A(x) = ? = > . 7z 4

El volumen de la cufia se calcula con la integral ; ?

L dy =28,

=T

Figura 22
El volumen del bicilindro es i
y=16.3
3 -
La siguiente secuencia de teclas para llegar al resultado:
(P Jlew () T{arma) < )R _j(‘T‘\. RHD Y2 HEX B= R’ AL

(ALPrA) (€1 <—| "I"“lALPHAu 9 MT\ 2 /Ay Ay
= Jam e )| ':-"(_,:‘L_Z_ '/5/3/ S
. r-i‘\ |AJ'_PHA‘\ ‘/—-Ilhu"‘ll:_:-‘llijl‘___:il

‘ .
0

\_*J |\_2_7_

EDIT | YIEW | RCL | STok IFURGE|CLEAFK

Ejemplo 3.
Estrategia 1. Con las ecuaciones de los cilindros x? + y2 =2 y y2 + z2 = r2? se tiene la
interseccion de los cilindros como sigue:

{y,Dx? +y? =r% —Vr2—x2 <y <r2—x?},

correspondiente a la integral siguiente:

N
V—j j 2yr? —x?dydx = —r
Sr iz
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Estrategia 2. EI volumen también puede encontrarse usando descomposicion algebraica cilindrica.
La interseccion de los cilindros es la siguiente:

{(y,2)|—r<x<r, —Vr2—x2 <y <vrZ2—x2,—r2 —x2 <z < Vr? — x2}

El volumen del sélido es igual a la siguiente integral: \
r NrZxZ Vri-xZ .
= f f dz dy dx = 37 r3. d x
-7 VrZxZ —rZ_xZ
Ejemplo 4. Se emplean coordenadas cilindricas para encontrar el volumen de Figura 23

la cufia (Figura 22), x = p cos@, y = p senf, z = z.

Debido a que z = x = p cos@ y porque la cufia se encuentra en la parte superior del plano xy los
limites de integracion para la variable z son desde 0 hasta p cos6.

La proyeccion de la cufia en el plano xy es una semicircunferencia de radio r los limites de
integracion de p son desde 0 hasta r.

Finalmente, para 8 se integra de 0 a g porque la cufia es simétrica respecto al plano xz.

En consecuencia, se tiene el volumen de la mitad de la cufia.

7 r pcosé

fff dzpdpd@—?

Se multiplica el resultado por 2 para obtener el volumen de la cufia, después, por 8 para el
. . 16
volumen del solido. Se obtiene V = ?r3.

Las actividades ejercicios y problemas propuestos para la quinta etapa del taller estan
fundamentados en la aplicacién de integrales para el calculo del volumen del sélido de Steinmetz.
Primeramente se busca la seccion del solido que permite establecer las variables sobre las que se
integra. El problema puede resolverse con integrales simples, dobles o triples.

Conclusiones

Se ha desarrollado una forma de abordar el aprendizaje de la obtencién de volumenes con calculo
integral. Consiste en llevar a la practica un proceso que inicia con el uso de materiales
manipulativos. Después, construir configuraciones geométricas que incorporan las propiedades
involucradas en los materiales didacticos manipulables. Luego se da un paso de abstraccion y se
resuelve el problema con recursos geométricos. Mas adelante, el problema se expresa con
sumatorias. Finalmente se utilizan recursos propios del célculo integral. El proceso sigue una
trayectoria que va de acciones sencillas a mas complejas. Se ha propuesto poner en préactica
distintos métodos y estrategias para conducir las trayectorias de los procesos de resolucion.
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