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Resumo

O propésito deste trabalho é apresentar alguns recursos do software GeoGebra, aléem
de algumas vantagens que este software pode trazer no aprendizado tanto da
geometria quanto da algebra. Objetivamos como é possivel explorar o Teorema do
Ortocentro, do baricentro, do incentro, do circuncentro, dos Nove Pontos e o
Teorema de Morley utilizando o GeoGebra, verificando as possiveis construgdes
desses teoremas citados e auxiliando em suas demonstra¢es, mesmo sabendo que o
GeoGebra ndo possa provar tais teoremas, por visualizacéo grafica, como propomos
neste trabalho, mas mostramos que podemos utilizar o software para verificar a
veracidade dos Teoremas. Realizamos uma revisédo da literatura com o objetivo de
validar a importancia da informatica e da geometria dindmica na aprendizagem
principalmente da geometria. Concluimos que, a parceria com o software GeoGebra
favorece a construgdo e a visualizacdo destes Teoremas, algumas de suas ferramentas
necessarias para as representacdes geométricas validando os conceitos matematicos
envolvidos.

Palavras chave: Ensino, GeoGebra, Teoremas, Software, Ortocentro, Baricentro, Incentro,
Circuncentro, Nove Pontos, Morley.

Introdugédo

Nos dias atuais, cresce 0 nimero de programas usados para o ensino e aprendizagem da
matematica. Disciplinas como Célculo Diferencial e Integral, Algebra Linear, Estatistica e
algumas disciplinas da Fisica também fazem uso de algum software em seu processo de ensino.
Diante do panorama atual, no ensino das disciplinas nos cursos da area tecnologica, podemos dar
destaque ao uso de softwares que associam a Geometria de forma mais dindmica emsala de aula.
Segundo King e Schattshneider apud Brand&o e Isotani (2010) um sistema computacional de
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Geometria Dindmica apresenta varios beneficios e aplicagdes em geometria para auxiliar o
processo de aprendizagem. Citam como beneficios a capacidade de experimentacdo de hipoteses
que pode motivar a busca pela prova de um teorema, pois induz a conviccao de sua validade,
embora ndo se possam provar teoremas com o software, porém pode ajudar e sugerir caminhos
para a prova formal. Pode-se também medir angulos e distancias e calcular relacbes com
precisdo, permitindo facilmente a verificagcdo empirica de hipdteses e teoremas, podendo ser
compreendido o conceito de um teorema pela visualizacéo.

Revisdo da Literatura

Numa perspectiva em Educacdo Matematica, pesquisas tém mostrado a importancia da
mediacdo no processo ensino-aprendizagem. Desta forma, pesquisadores desenvolveram
situacOes que possibilitam a construcdo do conhecimento em umambiente computacional
permitindo que alunos construam e realizem investigagdes sobre propriedades e conceitos
matematicos, manipulando o objeto e seus elementos dinamicamente, na tela do computador e
identifiquem especialmente as caracteristicas das figuras geométricas.

A Utilizacdo do GeoGebra na Investigacdo dos Teore mas Propostos

Antes da exposicdo dos exemplos, enunciaremos de modo sucinto os teoremas citados
anteriormente.

O Ortocentro

Pelo primeiro teorema, diz se que as trés alturas relativas de um triangulo qualquer se
interceptam em um Unico ponto, que recebe o nome de ortocentro.

Uma forma de verificar o ortocentro no Geogebra é seguindo 0s seguintes passos:

L.
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Primeiro passo: Construir umtridngulo através da ferramenta poligonos. *~ Clique em
trés lugares diferentes para criar um triangulo ABC. Para fechar o triangulo é necessario clicar
sobre o primeiro ponto criado.

Segundo Passo: Construir as alturas, através da ferramenta reta perpendicular.
'
Terceiro Passo: Marcar o ponto de intersecdo D das trés alturas (ortocentro), utilizando a
ferramenta intersecdo de dois segmentos.

>
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Figura 1: Representacao do Ortocentro pelo Geogebra.

Ap0s isso 0 usuario fica livre para variar as posicdes dos Vértices do triangulo e perceber
que sempre as alturas se interceptamem um ponto.

O Baricentro
Baricentro é o ponto de encontro das medianas dos lados de um triangulo.

Vamos encontrar o baricentro de um triangulo qualquer com o Geogebra e observar suas
propriedades.

Primeiro: Construir um tridngulo através da ferramenta poligonos. b‘ Clique em trés

lugares diferentes para criar um triangulo ABC. Para fechar o triangulo é necessario clicar sobre
0 primeiro ponto criado.

Segundo: Marcar o ponto médio de cada lado do triangulo, utilizando a ferramenta,

. -
. Ponto médio ou centro.

Terceiro: Utilize o comando ‘/- e trace segmentos ligando os vértices ao ponto médio do
lado oposto (medianas).

Quarto: Coma ferramenta >.( margue o ponto de intersecdo G entre 0s segmentos

tracados (baricentro).
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Figura2: Representacdo do Baricentro pelo GeoGebra.
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Podemos verificar, através do GeoGebra, que quando movemos 0s Vértices do triangulo,
transformando o tridngulo acutangulo inicial em triangulos obtusédngulo e retdngulo
respectivamente, o baricentro permanece interno ao triangulo.

O baricentro divide a mediana emdois segmentos. O segmento que une o Vértice ao
baricentro vale o dobro do segmento que une o baricentro ao lado oposto deste Vvértice.

O Circuncentro

A mediatriz é a reta perpendicular a um lado do tridngulo, tracada pelo seu ponto médio. O
circuncentro € o ponto de encontro das trés mediatrizes de um tridngulo, que é o centro da
circunferéncia circunscrita ao tridngulo, que passa pelos trés vertices do triangulo.

Vamos encontrar o circuncentro de um triangulo qualquer com o GeoGebra e observar suas
propriedades.

L
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Primeira Propriedade: Construir um tridngulo através da ferramenta poligonos. *~
Clique em trés lugares diferentes para criar umtriangulo ABC. Para fechar o triangulo é
necessario clicar sobre o primeiro ponto criado.

Segunda Propriedade: Marcar o ponto médio de cada lado do triangulo, utilizando a
ferramenta:

L ] -
. Ponto médio ou centro.

Terceira Propriedade: A partir dos pontos médios, trace retas perpendiculares, com a
ferramenta reta perpendicular.

.

Quarta Propriedade: Com a ferramenta X marque o ponto de intersecdo G entre as
retas perpendiculares (circuncentro).

Figura3: Representacdo do Circuncentro pelo GeoGebra.

Quinta Propriedade: Com a ferramenta @ Circunferéncia definida pelo centro e um de
seus pontos, trace a circunferéncia circunscrita ao triangulo ABC, com centro em G.
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O Incentro
O ponto de intersecdo das trés bissetrizes internas de qualquer tridngulo € o Incentro.

Vamos encontrar o incentro de um tridngulo qualquer como GeoGebra e observar suas
propriedades.

..
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Primeira Propriedade: Construir um tridngulo através da ferramenta poligonos. *
Clique em trés lugares diferentes para criar umtridngulo ABC. Para fechar o tridngulo é
necessario clicar sobre o primeiro ponto criado.

Segunda Propriedade: Tracar as bissetrizes de cada angulo interno do tridngulo como
auxilio da ferramenta bissetriz,

Figura 4: Representacdo do Incentro pelo GeoGebra.

O circulo que temo incentro como centro e é tangente aos trés lados do tridngulo é
denominado circulo inscrito.

O matematico suico Leonard Euler (1707-1783), um dos melhores e mais produtivos
matematicos da historia, descobriu o seguinte teorema: O ortocentro, o baricentro e o
circuncentro de um tridngulo sdo colineares. A reta que 0s contém viria depois a ser designada
por linha de Euler.

A reta de Euler é a reta definida pelo ortocentro e pelo circuncentro de um tridngulo. Esta
linha contém ainda o centro da circunferéncia dos nove pontos.

A reta de Euler pode ser construida em qualquer tridngulo que ndo seja equilatero, pois os
pontos coincidem, e para sua demonstra¢do, vamos provar o teorema: 0 ortocentro, o baricentro e
o0 circuncentro de um triangulo sdo colineares. Ao demonstrar, representaremos graficamente
utilizando o GeoGebra.

A Circunferéncia dos Nove Pontos

Em 1821 o matematico francés Poncelet demonstrou que para todo o triangulo é possivel
encontrar uma circunferéncia passando pelos seguintes pontos:

« Os pontos médios dos lados;

« Os pés das alturas;
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« Os pontos médios dos segmentos que unem os Veértices do tridngulo ao ortocentro (ponto
de encontro das alturas).

A esta circunferéncia é costume chamar circunferéncia dos nove pontos.

Durante o século XIX foram descobertos diversos resultados sobre esta circunferéncia,
alguns dos quais iremos "verificar" usando o GeoGebra.

Teorema de Morley

Em geometria plana, o teorema de Morley estabelece que, em um triangulo qualquer, os
trés pontos de intersecdo entre trissectrizes de angulos adjacentes formam um triangulo
equilatero, denominado triangulo de Morley. O teorema foi descoberto em 1899 pelo
matematico angloestadounidense Frank Morley.

Cabe notar que, como ndo se pode trissectar umangulo s6 com régua e compasso, nao se
pode construir o tridngulo de Morley com tais limitagdes. Diante de tal dificuldade para a
construcdo do tridangulo de Morley, foram realizadas varias demonstracfes para verificar a sua
veracidade e importancia.

Atualmente existem muitas demonstragdes matematicas do teorema de Morley, algumas
das quais sdo muito técnicas. Entre as demonstracdes existentes encontra-se a demonstragédo
trigopnométrica de D. J. Newman de 1996, a demonstracdo geométrica de M. T. Naraniengar
(1907), a prova geométrica de W. E. Philip e a demonstracdo geométrica de John Conway.

Concluséao

O ensino da geometria utilizando softwares disponiveis torna a aula mais dindmica, mais
motivadora e de mais utilidade para os alunos, pois torna possivel a visualizacdo grafica de
certos teoremas da geometria que sdo demonstraveis.

Apesar de algumas limitacGes apresentadas pelo software GeoGebra na demonstracdo de
um Teorema, constamos que 0 uso de ferramentas como essa pode auxiliar e favorecer o ensino
nas aulas, em laboratorio, com o uso do computador.
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