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Resumen

En el presente articulo se reportan resultados de una investigacion con estudiantes
universitarios avanzados gque estaban tomando un curso de estadistica, acerca de la
comprension que poseen sobre la generacion de distribuciones muestrales con el
software Fathom, expresadas por medio de histogramas al obtener muestreos
repetidos. Los resultados muestran niveles intermedios de comprension y
razonamiento, pues permanecieron con dificultades al definir los estadisticos en la
continua basqueda de generacidon de las distribuciones.

Palabras clave: distribuciones muestrales, estadistica, simulacién computacional.

Antecedentes y planteamiento del problema

La mediacién instrumental, brindada por una calculadora, un paquete computacional
(Excell, Fathom, Probability Explorer), entre otros; pueden permitir al individuo aumentar sus
conocimientos sobre los procesos estocasticos. Desde el andlisis de informacion que provee los
medios para la toma decisiones, hasta la compresion de conceptos complejos que hace que se
vuelven accesibles y palpables.

La National Council of Teachers of Mathematics (2000) con los Principios y Estandares
para la Educacion Matematica pone de relieve en el principio tecnol6gico cémo las calculadoras
y computadoras son herramientas que proporcionan imagenes matematicas visuales que facilitan
la organizacion y analisis de datos. Ademas, permite al estudiante tomar decisiones, reflexionar,
razonar y resolver problemas (funciones psicoldgicas de nivel superior, segin Vigotsky en
Kozulin, 2000). Agrega en el estandar de Anélisis de Datos y Probabilidad que:

Se recomienda que los alumnos aprendan a recoger sus propios datos y organizar los
ajenos, representarlos en graficos y diagramas y que con estos hagan inferencias y
obtengan conclusiones. El estudiante aprendera que las soluciones a algunos
problemas estadisticos dependen de las hipotesis iniciales y tienen cierto grado de
incertidumbre. (p. 51)
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En esta investigacion los estudiantes buscan datos reales de indicadores de paises del
mundo tales como: densidad de poblacion (hab/km2), esperanza de vida (afios), alfabetizacion
(% en edades superior a 15 afios) y mortalidad infantil (nGm de muertes por cada 1000 nacidos),
con el fin de que estos datos tengan un contexto significativo para ellos. Luego hacen un analisis
descriptivo inicial de los datos, para después dar principal importancia a la creacion de
distribuciones muestrales a partir del estudio de estadisticos en la extraccion repetitiva de
muestras. Curcio (1989) lo llama primero “leer los datos” y después “leer dentro de los datos”.

Las distribuciones muestrales son la piedra angular de la inferencia estadistica (estimacién
de intervalos de confianza, pruebas de hipdtesis, entre otros), pues se pueden deducir
conclusiones de una poblacion a partir del estudio de muestras concentrandose en un estadistico
(por ejemplo la media en las distribuciones de los promedios muestrales, la proporcion en la
distribucion de las proporciones muestrales, entre otros) (Garfield, et al, 2004, p. 295; Wild &
Seber, 2000, p. 277; Ramirez, 2007)

Sin embargo, muchas veces se pone atencion a los resultados finales mas que a los
procesos iniciales e intermedios de creacion de las distribuciones (Inzunsa, 2006; Lipson, 2002).
Las distribuciones de los promedios, proporciones y varianzas muestrales, son los primeros
ejemplos que no se escapan de ser abarcadas como distribuciones tedricas que se reducen a
consultar tablas preelaboradas sin que el estudiante tenga idea de dénde surgen y sea capaz de
construirlas (Garfield, delMas & Chance, 2004, p. 295).

El paquete computacional Fathom permite evaluar los procesos subyacentes mediante la
simulacion en la extraccion de muestras (sugerida por Shaughnessy, 1992; Burrill, 2002;
Sanchez, 2002; Lipson 2002; Inzunsa, 2006; Mills, 2002; Ramirez, 2007); y con esto resolver
problemas, extraer conclusiones y generalizar resultados desde la creacién de las distribuciones.

La presente investigacion busca evidenciar el impacto positivo de la simulacion
computacional en la generacion de distribuciones muestrales de tal manera que las formas de
razonamiento que muestran los estudiantes sean de procesos integrados.

Pregunta de investigacion
Especificamente la pregunta de investigacion es la siguiente:

e ;Cudles son las formas de razonamiento que muestran estudiantes de ingenieria sobre la
generacion de distribuciones muestrales con el uso de simulacion computacional em
Fathom?

Las actividades estan intencionadas con el fin de que los estudiantes obtengan muestras
repetitivas de estadisticos y vayan creando distintas distribuciones cada vez mas complejas, de
tal manera que comprenda y caracterice la distribucion (media, desviacion, variabilidad, forma y
relaciéon con la poblacion). Se evalla la evolucion de los niveles de razonamiento que presentan
los estudiantes a través del tiempo.

Fathom permiten crear diversas simulaciones con la variacion de tan solo un dato, ya sea
mediante la creacion de diagramas de muestras, manipulacion de pardmetros, construccion de
tablas, entre otros. Los estudiantes reciben retroalimentacion inmediata bajo cualquier
movimiento, con el fin de que pueda establecer comparaciones entre la distribucion muestral
obtenida y la distribucion poblacional.
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Objetivos de la investigacion

El objetivo general es investigar las formas de razonamiento que muestran estudiantes de
ingenieria en la generacion de distribuciones muestrales basado en un enfoque frecuencial
mediado con el recurso de la computadora, de tal manera que permita un desarrollo empirico de
las distribuciones muestrales con la simulacion que se puede realizar con Fathom.

Los objetivos especificos son: determinar las virtudes de Fathom, a traves de la simulacion,
para desarrollar funciones cognitivas de nivel superior, ademas de validar el uso de actividades
intencionadas con datos reales como estrategia de ensefianza que le permite al estudiante percibir
o0 producir significado de las distribuciones muestrales que genera.

Marco conceptual

En las Gltimas tendencias de la investigacion del razonamiento, pensamiento y cultura
estadistica, el desarrollo de niveles o jerarquias para describir el avance cognitivo de los sujetos
de estudio, ha llegado a ser un objetivo importante de investigacién (Reading & Reid, 2006;
Sanchez et. al, 2008). Se considera un marco base propuesto por Garfield, delMas & Chance
(1999) y adaptado por Ramirez (2007), que establece categorias de razonamiento acerca de las
distribuciones muestrales.

El modelo consta de cinco categorias o niveles, las cuales se describen a continuacion:

Nivel 1. Razonamiento ideosincratico (R1): Los estudiantes conocen palabras y simbolos
relacionados con distribuciones muestrales, pero los usan incorrectamente y sin un entendimiento
completo. Ademas, frecuentemente usan esas palabras y simbolos con informacion no
relacionada.

Nivel 2. Razonamiento verbal (RV): Los estudiantes tienen un entendimiento verbal de
las distribuciones muestrales, pero no pueden aplicar esto al comportamiento de los promedios,
proporciones y varianzas muestrales en muestras repetidas. Los estudiantes pueden seleccionar
una definicidn correcta y centrarse en ella, pero no entienden por ejemplo conceptos claves de
cdémo la variabilidad y la forma estan relacionados.

Nivel 3. Razonamiento de transicion (RT): Los estudiantes son capaces de identificar
una o dos caracteristicas del proceso de muestreo que genera las distribuciones muestrales. En
particular, para la distribucién de los promedios muestrales, esas caracteristicas se refieren a
cuatro aspectos del teorema del limite central: entender que el promedio de la distribucion de los
promedios muestrales es igual al promedio poblacional, que la desviacion estandar de la
distribucion de los promedios muestrales es igual a la desviacion estandar poblacional entre la
raiz cuadrada del tamafio de la muestra, que la variabilidad de la distribucion de los promedios
muestrales disminuye conforme aumente el tamafio de la muestra y que la forma de la
distribucion de los promedios muestrales tiende a la distribucion normal conforme aumente el
tamafio de la muestra. Ya sea relacionar el promedio, o bien la tendencia a la normal, o bien la
variabilidad cuando crece el tamafo de la muestra.

Nivel 4. Razonamiento de procesos (RP): Los estudiantes son capaces de identificar las
caracteristicas del proceso de muestreo, pero no hacen una integracion total de ellas. Por ejemplo
los estudiantes pueden predecir correctamente cuales distribuciones muestrales corresponden a
los parametros dados, pero no pueden explicar el proceso, y no tienen confianza completa de
cuando predecir una distribucion de una poblacién dada para un tamafio de muestra dado.
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Nivel 5. Razonamiento de procesos integrados (RPI): Los estudiantes tienen un
entendimiento completo del proceso de muestreo y distribuciones muestrales, las reglas y los
conocimientos de estocastica son coordinados. Por ejemplo, los estudiantes pueden explicar el
proceso con sus propias palabras, describir por qué la distribucion de los promedios muestrales
puede llegar a ser mas normal y tener menor variabilidad con forma aumente el tamafio de la
muestra.

Se toman muestras de datos poblaciones sobre indicadores de paises del mundo, de tal
manera que se calcula los estadisticos promedio, proporcion y variancia de cada una para formar
distribuciones muestrales con el fin de obtener comparaciones con respecto a la poblacién. Se
utilizan estos estadisticos para construir otros mas complejos de tal manera que permitan formar

otras distribuciones. Por ejemplo, partir de las variables independientes Z ~ N(O,l) y

V ~ ;(Z(V) para estudiar el estadistico T = y generar la distribucion t con v grados de

Z
x/o /v
libertad.

Metodologia

En la investigacion participaron doce estudiantes de ingenieria en computacion que estaban
matriculados en un curso semestral de estadistica. Estos habian recibido el semestre anterior un
curso de probabilidades en el que abarcaron en forma teérica distintas distribuciones de
probabilidad discretas y continuas (Distribucién Uniforme, Binomial, Geomeétrica,
Hipergeométrica, Normal, T-student, Chi-cuadrado y Gamma), analizaron sus funciones de
probabilidad, dedujeron de manera formal sus medias, varianzas y distribuciones acumuladas.

En la investigacion se desarrollaron dos actividades de dos horas cada una sobre
conocimiento de Fathom. Luego se desarrollaron dos actividades, de dos horas cada una, de
instruccion en los temas: manejo de datos, construccion y analisis de graficas, medidas de
tendencia central y variabilidad (este ultimo tema que debe ser abordado segun Garfield, et al.,
2004, como requisito fundamental antes de abordar el tema de distribuciones muestrales). Luego
se llevo a cabo dos actividades-problema, en forma individual, de dos horas cada una, sobre
creacion de distribuciones muestrales con el uso de Fathom, para luego institucionalizar a través
de la discusion las conclusiones obtenidas con todo el grupo.

La primera actividad-problema se concentrd en la generacion de distribuciones muestrales
de estadisticos basicos tales como la media, proporcién y varianza. En la segunda se utilizaban
estas distribuciones para generar otras con estadisticos mas complejos.

Los contenidos que estan involucrados en la investigacion son: muestreo individual, efecto
del tamafio de la muestra, dispersion, forma y variabilidad de la distribucion poblacional, las
distribuciones muestrales y de las distribuciones: uniforme, distribucién binomial, distribucién
normal, distribucion t y distribucion ji cuadrado,

Como material de analisis, se tiene el reporte escrito de cada una de las actividades que se
realizaron, se cuenta con bitacoras, hojas de campo y los archivos computacionales construidos
por los estudiantes para responder a las actividades.

La investigacion es de tipo cualitativo en la que se pretende con el desarrollo de las
actividades que los estudiantes establezcan las propiedades de las distribuciones muestrales
creadas a partir de la simulacion computacional en la toma repetitiva de muestras.
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Resultados

En la segunda actividad-problema se les pide a los estudiantes que seleccionen una variable
aleatoria para hacer el estudio completo de la generacion de distribuciones. Se presenta el
analisis de dos casos, segun el trabajo desarrollado en la actividad, con el fin de explicar la
clasificacion en los diversos niveles.

En el primer caso Julio selecciona la variable aleatoria mortalidad infantil y presenta la
distribucion de sus datos:
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Figura 2. Histograma poblacional de la variable mortalidad infantil

Toma una muestra de cualquier tamafio (40 en este caso) y construye su grafico:
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Figura 3. Histograma de una muestra de la variable mortalidad infantil

Luego calcula los estadisticos basicos de la muestra (promedio, proporcion y varianza) y se
obtienen 1000 muestras de tamafio 40 para formar las distribuciones de los promedios,
proporciones y varianzas muestrales. Construye los histogramas respectivos y se le sugiere que
construya las distribuciones tedricas sobre las mismas gréaficas con el fin de que determine la
distribucion que siguen y les permita ademas, analizar la variabilidad en la extraccion aleatoria
de las muestras:
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Figura 4. Distribucion de promedios muestrales
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Figura 5. Distribucion de proporciones muestrales
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Figura 6. Distribucion de varianzas muestrales
Hasta aqui Julio demuestra que entiende el proceso de creacion de las distribuciones

muestrales de los estadisticos bésicas, intuyendo la distribucion que siguen y analizando la
variabilidad de los mismos, ubicandolo en el nivel de razonamiento de procesos integrados.

Luego utiliza la distribucion de promedios muestrales, cuya distribucion es normal (figura

4) con media ¢ =31.84 y desviacion estandar —— , para crear otras distribuciones.

314
Jn /40
Toma una muestra de tamafio 15 (podria ser cualquier tamafo) y se le sugiere calcular el

2
- s(n-1 _
estadistico X :(2). Luego se toman 1000 muestras con el fin de que se observe el

o
comportamiento de su gréafica y deduce que sigue una distribucion ;(2 con V=n—1 grados de
libertad. Graficamente:
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Figura 7. Distribucion de varianzas muestrales
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Con esta Ultima distribucion y la distribucion normal (figura 4), que se estandariza a través

del estadistico Z =——"— para obtener una distribucién normal con media cero y desviacion

o
Z
F
'n
graficas hasta que deduce que la distribucion tedrica que mejor se ajusta a sus muestreos es la

t — Student con v =n —1 grados de libertad. Graficamente:
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Figura 8. Distribuciéon normal estandar
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Figura 9. Distribucién Chi-Cuadrado
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Figura 10. Distribucion t-Student que surge a partir de las dos anteriores
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Julio fue el Unico que presenta un nivel de procesos integrados en todo el proceso, pues
logra construir diversas distribuciones muestrales y determinar la relacion que tienen con la
distribucion poblacional. Ademaés, construye distribuciones tedricas en el mismo gréafico de la
distribucion empirica, deduciendo el tipo de distribucion que siguen los datos con sus respectivos
pardmetros.

En el caso de Cristian genera correctamente la distribucion de promedios muestrales, la
estandariza y construye la distribucion tedrica en forma correcta sobre su mismo gréfico:

(1%
0.4 ]

0,3 —

02

-4 -3 -2 4 0 1 2 3 4
Aleatorio
= Density of Aleatoric = normalDensity {x; 0; L)

Density of Aleatorio

Figura 11. Distribucion de promedios muestrales
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embargo, €l sélo obtiene la varianza como estadistico, luego toma 1000 muestras y cree haber
construido la distribucién y* con v =n—1 grados de libertad. Graficamente:
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Figura 12. Distribucion de varianzas muestrales

Sin embargo, cuando se le cuestiona que la distribucidn tedrica no se ajusta completamente
a la distribucion empirica obtenida, resta importancia a esto y menciona que aproximadamente
son iguales, la diferencia se debe a la variabilidad en la toma de muestras.

Cuando se le sugiere utilizar las dos distribuciones anteriores para construir la distribucion
t-Student insiste en calcular estadisticos basicos (media, proporcién y varianza) en cada una y no

utiliza la sugerencia del estadistico T = 7 para construir la distribucién. Construye graficas
\'n
como la siguiente:
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Figura 13. Distribucion t-Student que construye a partir de las dos anteriores

Cristian se ubica en el nivel de transicidn pues cree que todas las distribuciones muestrales
surgen a partir de los estadisticos basicos y utiliza la variabilidad como una opcion extrema de
diferencia entre las distribuciones tedricas y las distribuciones empiricas que construye.

En la siguiente tabla se muestra los niveles de razonamiento donde se ubican los
estudiantes. La mayoria se ubican en el nivel de transicion.

Tabla 1

Estudiante Nivel de Razonamiento Justificacion

Michael y Johan Razonamiento de Problemas iniciales de creacién de distribuciones al generar
procesos estadisticos.

David, Carlos, Walter, Razonamiento de Dificultades iniciales de generacién de distribuciones al reconocer
Mobnica, Liev , Daniel y transicion estadisticos. Grafica distribuciones tedricas que no corresponden con
Pablo las empiricas que obtuvo en las distribuciones muestrales. No relaciona
completamente la variabilidad de los datos con los parametros

obtenidos en las distribuciones empiricas.
Adrian Razonamiento verbal ~ Muestra las dificultades anteriores y ademas, cree que debe generarse

datos a partir de la distribucién uniforme. Al final menciona que todas

las distribuciones deben ser normales.

Fuente: datos de actividades. 2010.

Conclusiones

La mayoria de estudiantes se ubican en los niveles intermedios de razonamiento, de
transicion y de procesos. S6lo uno muestra un nivel de procesos integrados y solo uno un nivel

de razonamiento verbal.

La simulacion computacional a través de la extraccion repetitiva de muestras, vuelve

accesible, casi palpable conceptos dificiles como el de generacién de distribuciones muestrales,
pues los estudiantes puedan crear las distribuciones muestrales mas que concentrarse en
resultados finales. Pueden obtener el calculo de probabilidades sin consultar tablas preelaboradas
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que no saben de donde surgen ni la razén de su uso.

Los datos reales, bajados de internet por los mismos estudiantes, permiten mantener el
contexto en todo momento de su manipulacion, para llegar a conclusiones con sentido para el
estudiante.

Los estudiantes mostraron algunas dificultades que no les permitieron alcanzar a los
niveles mas altos de razonamiento como los siguientes:

e Muestras dificultades al crear estadisticos diferentes a los basicos como lo son las medias,
proporciones y varianzas. Creen que las distribuciones més complejas se generan a partir
de multiplos de esos estadisticos basicos.

e Al sugerirles construir la distribucion tedrica en el mismo gréafico de la distribucién
obtenida en la extraccion repetitiva de muestras, buscan casos particulares en los
parametros de las distribuciones. Mas tarde definen sliders para ir variando esos
parametros.

e La generacion de distribuciones complejas es muy dificil si el estudiante no tiene
conocimientos fuertes sobre distribuciones béasicas en conceptos como forma, promedio,
varianza y distribucion acumulada.
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