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Resumen
En este curso se pretende compartir ideas sobre cOmo organizar actividades docentes
centradas en la resolucion de problemas generados por temas clasicos de la historia
de la matematica. Trataremos de mostrar como la historia puede servir no sélo como
fuente de anécdotas y problemas atractivos, sino ademas, para aclarar la heuristica y
la 16gica del desarrollo de conceptos y métodos matematicos. El curso se divide en
dos partes, en la primera investigaremos problemas aritméticos asociados a la
propiedad pitagdrica y los nimeros metalicos, en la segunda nos concentraremos en
problemas adecuados para una introduccion al Calculo. Segun sea el interés del
grupo de participantes trataremos de generar problemas y ejercicios con mayor o
menor nivel de complejidad. En ambas partes del curso nos preocuparemos por
mostrar la unidad dialéctica entre nimeros y figuras, ecuaciones y curvas, asi como
el entrafiable encanto del quehacer matematico.

Palabras claves: Historia de la Matematica, resolucién de problemas, propiedad
pitagdrica, nameros metélicos, introduccion al Célculo

Introduccion.
¢A qué llamamos problematizacion histérica?

La resolucion de problemas ha sido la forma de proceder fundamental en el quehacer
matematico desde las primeras necesidades de contar y medir, por ello le concedemos a la
problematizacion del contenido un papel protagdnico en cualquier accién dirigida a elevar la
calidad de la Educacion Matematica. Por otra parte, la necesidad de cambiar el discurso
matematico tradicional para que las actividades docentes sean mas atractivas y se comprenda
mejor como es el quehacer de los matematicos nos ha llevado a considerar el ingrediente de la
historia de la matematica.
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Nuestro interés en este curso es compartir algunas experiencias acumuladas en el uso de la
historia de la matematica tanto en la organizacion de actividades docentes curriculares, como
para la formacion de profesores de ensefianza secundaria y para introducir en la investigacion
matematica a jovenes de cierto talento. A la forma de actuacion que referiremos, al principio, la
denominamos enfoque histérico-problémico (Sanchez & Valdés, 1997 y 2000) y mas adelante la
hemos nombrado problematizacion historica. En esencia, simplemente consiste en apoyarse en
dos pilares fundamentales que tienen un fuerte vinculo entre si:

e lahistoria de la matematica, y
e la problematizacion del contenido.

En este enfoque la historia de la matematica va a servir no sélo como fuente de problemas
y de anécdotas interesantes, sino que, ademas, puede aclarar cuales fueron aquellos problemas
gue motivaron la aparicion de un concepto y por qué, cual era la concepcién de rigor del
momento, cuales los métodos que se usaban, cudles las concepciones que existian y como ellas
influyeron para que el desarrollo se realizara de esa manera y no de otra, asi entonces, se podran
analizar los errores y pre-concepciones de los estudiantes con una nueva optica (ver diferentes
razones del uso de la historia y variados procedimientos, por ejemplo, en el estudio del ICMI
editado por Fauvel & Maanen, 2000 o en el reciente articulo de Jankvist, 2009).

Otra posibilidad que brinda la problematizacion histérica es la vision dindmica que puede
proporcionar de la matematica, eliminando la opinidn bastante generalizada de que es una
ciencia acabada, fésil. Este enfoque permite apreciar a la Matematica como un organismo Vivo,
en constante desarrollo, con problemas alin vigentes y desafiantes, pero sobre todo con
significado (Vinner, 2000)

Concebimos la problematizacion del contenido en un sentido amplio, con el fin de explotar
no solo las bondades del método heuristico, sino también como instrumento para la comprension
de los mecanismos de progreso de la Matematica, en fin, como medio de ampliacion de la
cultura matematica. Esto no quiere decir que se reproduzca textualmente toda la trayectoria
historica del problema, lo que se pretende es usar como inspiracion a la historia, en una forma
semejante (no idéntica) a lo que Grattan-Guinness (2009) Ilama history-satire, o lo que Lakatos
(1983) llamaba reconstruccion racional de la historia.

Los problemas historicos que se comentaran pueden ser Utiles tanto para introducir
conceptos y resultados que aparecen en los programas oficiales de matematica de los Gltimos
afios de la secundaria, como en los primeros afios universitarios, pero también en circulos de
interés, seminarios y otras actividades que suelen realizarse con los alumnos que presentan
talento e inclinacién hacia esta disciplina e incluso, también se han utilizado para actividades de
divulgacion de la matematica.

Una de las grandes lecciones que podemos extraer del andlisis historico de los problemas
matematicos es que las soluciones incompletas o incluso erroneas no deben ser vistas como
degradantes, son simplemente parte de la marcha normal del proceso general de resolucion de
problemas matematicos. Por eso, no tememos hablar o proponer problemas cuya resolucion
completa ha demorado varios siglos, como es el caso de la cuadratura del circulo o del Ilamado
enigma de Fermat o que aun estan sin resolver como la conjetura de Goldbach. Nuestra
experiencia nos dice que los participantes agradecen el tratamiento de este tipo de problemas
semi-abiertos o casi-cerrados.
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Es imposible mostrar con claridad y eficacia las bondades de un método con el tratamiento
de temas demasiado heterogéneos. Hemos decidido circunscribirnos a dos temas clasicos de
mucha vigencia: la geometria aritmética asociada a la propiedad pitagorica por una parte y por
otra las cuadraturas y los problemas de optimizacion como introduccién al Célculo. En la
medida de las posibilidades y en consideracion de los intereses de los participantes en el curso
trataremos de mostrar una adecuada cantidad de problemas y ejercicios, con mayor o menor
nivel de complejidad. Pero siempre nos esforzaremos por mostrar la sinergia entre nimeros y
figuras, ecuaciones y curvas- en definitiva, el entrafiable encanto del quehacer de los
matematicos (Sanchez & Valdés, 2010; Valdés & Sanchez, 2011).

Problemas asociados a la propiedad pitagérica y los nUmeros metalicos.

El “Teorema de Pitagoras” puede ser considerado el resultado mateméatico mas
popularmente conocido de la Historia de la Matematica (Eves, 1995). El texto que lo ha
inmortalizado es el Libro I de los Elementos de Euclides. Hoy sabemos que aunque no es nada
evidente, su formulacion es muy simple y asimilable en cualquier cultura. En particular, aparece
en una de las tabletas babilonicas que se conservan en la Universidad de Columbia, New York,
con mas de 3600 afios de antigiiedad y en una de las principales fuentes de la matematica china
el Chou Pei Suang Ching (La aritmética clasica del gnomon y de los caminos circulares de los
cielos) escrito antes que los Elementos.

La formulacién del Teorema de Pitagoras en casi todos los textos antiguos es de caracter
geométrico, pero posteriormente se ha relacionado con multiples asuntos tanto aritméticos, como
analiticos. El teorema, como se formula hoy, destaca una singular relacién numérica entre las
longitudes de los catetos a, b y la longitud de la hipotenusa c de cualquier triangulo rectangulo, la

llamada propiedad pitagérica: c*=a’+b*

Pero lo més atractivo de la propiedad pitagorica, es que no solo es valida para todos los
triangulos rectangulos, sino que los caracteriza completamente, es decir, cualquier triangulo tal

que las longitudes de sus lados verifiquen la identidad aritmética c¢*=a’+b’ , tiene
necesariamente un angulo de 90 grados. En resumen, la propiedad aritmética de descomposicion
en suma de cuadrados esta relacionada de manera biunivoca con la propiedad geométrica
denominada “Teorema de Pitdgoras”.

Hoy se conocen mas de 500 demostraciones del teorema con el uso de variadas técnicas
geomeétricas, algebraicas, por tingrams, mecanicas o mixtas. (En Loomis 1972, aparecen 367
demostraciones). A nosotros nos interesan sobre todo las propiedades enigmaticas y fructiferas
derivadas del “Teorema de Pitagoras” que exponemos a continuacion en forma de problemas y
ejercicios con algunos breves comentarios histéricos.

Problema 1. Encontrar todos los triangulos rectangulos cuyos tres lados tengan longitud
entera

Ante todo unas definiciones simples. Llamaremos trio pitagdrico a una terna de nimeros
(a,b,c) que representan respectivamente los valores de los dos catetos y ¢ la longitud de la
hipotenusa, diremos que es una terna pitagorica simple si a, b y ¢ no tienen factor comun, es
decir mcd (a,b,c)=1. En tal caso también se dice que a, b y ¢ son coprimos. Por ejemplo (3,4,5) es
un trio pitagérico simple, pero (9,12,15) aunque representa un triangulo rectangulo no es un trio
pitagorico simple porque sus elementos tienen el factor comun 3, no son coprimos. Existen
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varias formulas para generar trios pitagoricos (a,b,c), pero se hara énfasis en la restriccion de
busqueda en valores enteros.

En la resolucion del Problema 1, con la restriccion de que los valores de las longitudes sean
enteros, pueden aparecer muchos problemas particulares o variantes con otras restricciones
mayores 0 menores. Por ejemplo, son comunes los problemas en que se analiza la existencia y
caracterizacion de triangulos rectangulos con lados enteros y alguna restriccion adicional:

A. Tres lados de longitudes enteras consecutivas. En este caso la restriccion es muy fuerte y
la solucion es unica (3,4,5).

B. Catetos enteros sucesivos Este caso es una variante del anterior con una condicion menos
restrictiva. ¢Qué puede asegurarse de la longitud de la hipotenusa? ¢Es siempre entera?

C. Un cateto y la hipotenusa enteros sucesivos. A veces este caso parece mas complicado
que el anterior. Se puede mostrar la tabla particular siguiente:

a-impar | b-par c
3 4 5
5 12 13
7 24 25
9 40 41
11 60 61

¢ Cual es la ley de formacidn en este caso?¢Y si suponemos la hipotenusa dos unidades
mayor que uno de los catetos? EI primer caso se atribuye a los pitagéricos y este tltimo
caso se atribuye a Platén y su Academia.

D. Que su area sea un cuadrado perfecto
Una solucidn de este problema aparece en una carta de Fermat a su amigo Carcavi y el
método que usa es el de descenso infinito. En realidad, Fermat demuestra el siguiente
resultado auxiliar:
Si el &rea de un triangulo rectangulo con lados enteros fuera un cuadrado, entonces
existe otro de hipotenusa menor con la misma propiedad
El profesor puede ayudar con alguna indicacion conveniente.

E. Que el area sea el duplo de un cuadrado perfecto
La solucién de este problema fue usada por Fermat para probar que la ecuacion x* + y* =
z* no tiene solucidn en enteros.

F. Los dos catetos iguales. Asociado a esta condicion aparece el problema de las
irracionalidades que en dependencia de los intereses de los participantes se puede
profundizar mas o menos

En la busqueda de formulas generadoras de trios pitagdricos los investigadores atribuyen a
Diofanto de Alejandria (s. 111 d. C.) una técnica geométrica utilizable para hallar los puntos
racionales de una curva algebraica (Bashmakova, 1997).

Problema 2. Hallar geométricamente las soluciones racionales de la ecuacién x>+y?=1
¢ Es factible generalizar el procedimiento usado para hallar puntos racionales en curvas
algebraicas de grado mayor o igual a 3?
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Este problema no es nada fécil y aqui solo se persigue llamar la atencién sobre lo
sorprendente que es la respuesta en un sentido general. Como se sabe este problema esta ligado
con el famoso enigma de Fermat (recomendamos leer Rio 2005 que tiene atractivos problemas
histdricos relacionados)

Problema 3. ¢ Qué ndimeros enteros se descomponen en sumas de dos cuadrados perfectos?

(Los nimeros que se descomponen, como por ejemplo el 5=4+1 0 41=25+16, son llamados
nameros hipotenusicos)

Obsérvese que en este caso no es necesariamente un cuadrado perfecto el nUmero que se
pretende representar como suma de cuadrados. Al igual que en los problemas anteriores se
pueden formular variantes mas simples para comenzar la investigacion, por ejemplo:

Clasifica los nimeros enteros menores de 20 en hipotenusicos y no hipotendsicos y halla
alguna posible regla.

En una de sus numerosas notas marginales sobre la copia de la traduccién al francés de la
Aritmética de Diofanto, Pierre de Fermat afirma que ha demostrado un resultado general.

Todo nimero primo de la forma 4k+1 es la suma de dos cuadrados.

Una atractiva demostracion de este resultado y otras ideas de caracter historico se pueden
encontrar en (Aigner & Ziegler 2005)

Problema 4. Dado dos triangulos rectangulos ¢ Existe un tercer tridngulo rectangulo con
hipotenusa igual al producto de las hipotenusas de los dos triangulos dados? Es decir, ¢el
producto de dos nimeros hipotenusicos sera un nimero hipotenusico?

Este problema fue resuelto por Vieta (s. XVI) con una férmula aritmética hallada por
Diofanto y puede relacionarse con nimeros complejos y en particular con los Ilamados enteros
de Gauss: a+ib donde a y b son nimeros enteros.

Problema 5. Con regla y compas dividir un segmento en dos partes tales que la diferencia
entre los cuadrados de sus longitudes sea igual a su producto.

Muestre que el segmento mayor en la division anterior es media geomeétrica entre el
segmento menor y el segmento total.

Decimos que dos nimeros positivos a 'y b, a>b, estan en proporcion o razén aurea si se

a+b a
cumple que: —— = 0’ Esto es, el todo es a la parte mayor, como la parte mayor es a la parte
a

menor. Al valor numérico de esta razén se le llama nimero de oro y desde principios del siglo
XX se denota con la letra griega @ (Fi mayuscula) o ¢ (fi mintiscula) en homenaje al escultor

griego Fidias (s. V a. C.) quien la usé sisteméaticamente en sus obras. Su valor aproximado con
20 cifras decimales exactas es

®=1,618033988749894848204...

La proporcion aurea se ha encontrado tanto en algunas figuras geométricas como en la
naturaleza en elementos tales como caracoles, flores, hojas y tallos de algunas plantas, el cuerpo
y el rostro humanos, etc. Desde el punto de vista puramente matematico @ es notable por estar
entre los numeros que son raices de ecuaciones algebraicas, se definen por una proporcion y en
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cambio no es posible representarlos como cociente de dos numeros enteros. Por tanto, se
clasifican como nameros irracionales algebraicos.

En el siglo XX se han estudiado otros nimeros irracionales algebraicos que por la forma
como se definen constituyen una generalizacion del numero de oro. Son los llamados nimeros
metalicos que se pueden definir como las raices positivas de la ecuacién cuadratica x* — Nx— 1=0.
Esta ecuacion en el caso N=1 define el nimero aureo.

Se pueden proponer varios ejercicios relativamente sencillos
1. Halla una expresion aritmética para los nimeros metalicos. Por ejemplo,

145
C=—

2. Prueba que las potencias del nimero de oro cumplen la relacién siguiente:
" ="' +P"? paratodo n>1.

3. Investiga la existencia de una relacion similar a la anterior con las potencias del nimero
de plata (N=2) y el nimero de bronce (N=3).

Otra generalizacion del nimero de oro se hace cambiando la ecuacion cuadratica que lo
define por una ecuacién ctbica similar, es decir, x3—x—1=0. La Unica raiz real (irracional) de
esta ecuacion es denominada nimero plastico. El nimero plastico se introdujo en el siglo XX por
un monje benedictino con formacion profesional de arquitecto. EI monje disefié una bella abadia
en Holanda para su orden monastica basandose en las propiedades del nimero pléastico.

¢ Eres capaz de hallar algunas de las propiedades del nimero plastico similares a las de
los numeros metéalicos?

Problemas atractivos para una introduccién al Céalculo
Problemas de cuadraturas

En la Grecia Antigua existia una gran fascinacion por la belleza, por la armonia, por lo
simple. Se observa una tendencia a construir lo complejo a partir de lo elemental, lo que explica
el porqué tenian gran interés en resolver los problemas de construccién geométrica utilizando
solamente la regla y el compas, los dos instrumentos asociados a las figuras geométricas mas
sencillas: la recta y la circunferencia. Un tipo de problema que investigaban era la cuadratura de
figuras planas. Para los helenos cuadrar una figura era construir, solo con regla y compas, un
cuadrado que tuviera la misma area que la figura plana original, de esta forma la simplicidad del
cuadrado se impondria a la complejidad de la figura (Gonzélez, 1992; Sanchez & Valdés 2000).
Uno de los problemas que primero resolvieron fue el siguiente:

Problema 1. Cuadrar un poligono.

La forma que puede tener un poligono es muy variada, pero su caracteristica distintiva, el
estar limitado por un namero finito de segmentos de rectas, sin dudas es un factor que facilita el
calculo de su area. Por esta razon fueron los poligonos las primeras figuras en ser cuadradas. Sin
embargo, cuadrar un poligono arbitrario puede ser dificultoso, ya que su forma puede ser
caprichosa. Por esta razon, para comprender mejor este problema los helenos consideraron
algunos casos particulares mas sencillos y después trataron de generalizar el método seguido o
los resultados obtenidos. ¢Qué tipo de figura podriamos intentar en primer lugar? Por su forma,
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el poligono més cercano al cuadrado es el rectangulo, entonces comentaremos el método heleno
para resolver el problema de la cuadratura de un rectangulo.

Una vez resuelto este caso sencillo es natural proponernos cuadrar otros dos tipos de
poligonos sencillos, por ejemplo, propiedades geométricas elementales permiten apreciar que la
cuadratura del paralelogramo y el triangulo se obtienen de forma inmediata de la del rectangulo.
Ademas, es interesante comentar, cOmo este proceso corresponde nitidamente a las férmulas que
usamos actualmente y que los helenos no podian escribir por la ausencia de un simbolismo
algebraico.

La resolucion del problema 1 en general se facilita si antes somos capaces de resolver el
problema auxiliar de cuadrar la figura formada por la union de dos cuadrados, lo que nos
brinda una oportunidad de hacer un uso no habitual de la propiedad pitagorica.

Uno de los problemas méas famosos de la geometria griega clasica griega fue:
Problema 2. Cuadrar un circulo.

Al tratarse de una figura curvilinea, desde muy temprano fue utilizado el recurso de
inscribir y circunscribir figuras poligonales, para después proceder a aumentar el nimero de
lados de los poligonos y asi lograr una buena aproximacién al area requerida. Pero este método
no proporcionaba una solucion que satisficiera los canones de rigor de la matematica helena:
daba un valor aproximado del area, pero no mostraba cémo construir un cuadrado equivalente al
circulo. Ante la enorme dificultad de este problema, comenzaron a resolverse problemas
relacionados asequibles, con la esperanza de mas tarde o mas temprano cuadrar el circulo.
Destacaremos los dos mas significativos:

Problema 2a. Encontrar una relacion entre el area de un circulo y su radio.
Problema 2b. Encontrar una relacién entre la longitud de una circunferencia y su radio.

En ambos casos, para una circunferencia de radio r, se llegaron a conclusiones equivalentes
alas formulas A = kr? y L = k'r, donde Ay L denotan respectivamente el area del circulo y la
longitud de la circunferencia y k y k' son constantes. El problema de la cuadratura del circulo
estaria resuelto si se conociera cual es el valor de k, lo cual supuso un reto formidable para varias
generaciones de matematicos. De esta manera comenzé la larga y tormentosa historia del
problema de la cuadratura del circulo y la caceria de las cifras decimales del nUmero que hoy
denotamos por .

En dependencia de los objetivos que persiga el profesor, hay una gama muy amplia de
posibilidades para continuar explotando este problema: el estudio de otros problemas de la
geometria elemental considerados por los helenos, como la cuadratura de Iunulas y otras figuras
curvilineas o algunos de los tantisimos esfuerzos realizados hasta conseguir una prueba de la
imposibilidad de cuadrar el circulo y la importancia encontrada actualmente a las fabulosas
aproximaciones conseguidas del nimero = (Dunham, 1995; Bailey, 1997).

Para un acercamiento mas directo a la nocion de integral es conveniente introducir a los
alumnos en la forma de trabajo que comenz0 a utilizarse en el siglo XVII, los razonamientos con
infinitesimales e indivisibles. Con este fin podemos apelar a problemas tomados de las obras de
Kepler, Galileo y especialmente Cavalieri (Gonzalez Urbaneja, 1992; Hairer & Wanner, 2008;
Valdés & Sanchez, 2011).
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Un tipo de ejemplo muy instructivo es la cuadraturas de figuras limitadas por parabolas o
hipérbolas generalizadas:

Problema 3. Cuadrar la figura limitada por una curva de la forma y=x*, el eje de
abscisa y dos rectas paralelas al eje de ordenadas.

Por supuesto, lo adecuado es comenzar por los casos mas sencillos, cuando k=2 o k=3,
utilizando la division de la base de la figura por puntos equidistantes. Enseguida se advierte la
complejidad de los célculos para valores mayores de k y, especialmente para los casos en que k
es negativo o fraccionario. Aqui puede explicarse la variante propuesta por Fermat de utilizar
puntos que formen una progresién geométrica para subdividir la base de la figura. La
comparacion de estas dos formas de aproximacion sugiere naturalmente el cuestionamiento
acerca de la posibilidad de que ambas conduzcan al mismo resultado.

El método de Fermat, como él mismo advirtio, sirve para cuadrar todas las parabolas e
hipérbolas, excepto uno de los casos que cabria imaginar entre los mas sencillos k = —1. Esta
discusion conduce al establecimiento de la relacidn entre el problema de la cuadratura de la
hipérbola equilatera con los logaritmos y el anélisis de como este vinculo sirvi6 de punto de
partida para pasar del logaritmo como instrumento de calculo al logaritmo como funcion
(Edwards, 1979; Hairer & Wanner, 2008; Valdés & Sanchez, 2011).

Enfatizaremos en como el analisis de los problemas anteriores o de otros semejantes,
constituyen un instrumento Util para lograr una disposicién mas favorable de los alumnos en el
enfrentamiento a la nocion de integral de una funcion.

Problemas de extremos

Desde la antigiiedad clasica pueden encontrarse problemas relacionados con la
determinacion de valores maximos y minimos para ciertas magnitudes, por supuesto, siempre
analizados por una via puramente geométrica. Por ejemplo, en los Elementos de Euclides
aparecen los enunciados siguientes:

Problema 4a. Dado un segmento AB, encontrar un punto C entre Ay B tal que el
rectadngulo formado con los segmentos AC y CB tenga la mayor area posible.

Problema 4b. En un triangulo ABC inscribir un paralelogramo ADEF que tenga area
maxima.

El estilo de presentacion de los Elementos no admite que en la solucion se incluya
comentario alguno acerca de la forma en que se llegd a la respuesta, solo aparece argumentada la
construccién geomeétrica propuesta. Sin embargo nosotros podemos imaginar, por ejemplo para
el primer problema que, antes de conjeturar la posicion del punto C como el punto medio del
segmento, debe haber transcurrido un periodo de experimentacidn con diferentes opciones, en
especial los casos extremos en que C estd muy cercano a A o B y ademas que este mismo proceso
fue el que arrojo luz sobre la construccion realizada.

La solucion de estos problemas por la via exclusivamente geométrica permite aplicar a un
problema atractivo las propiedades de los rectangulos y tridngulos estudiadas en la ensefianza
elemental. Pero también estos problemas pudieran ser enfocados utilizando el simbolismo
algebraico (que solo comenzo a utilizarse en el siglo XV11), asi lo reduciriamos a encontrar el
valor maximo de la expresion polindmica x(a—x) (donde a es la longitud del segmento AB). Es
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interesante discutir la solucion de este problema haciendo uso de una nueva notacion y revelar
cdmo esta nueva forma de expresion matematica brinda una perspectiva mucho mas general y
eficiente de resolver algunos problemas. También puede ser instructivo un analisis de cémo la
solucion euclidiana al primer problema es en esencia una forma geométrica de "completar el
cuadrado en la expresion x(a—x)".

El resultado asi obtenido puede ser reformulado en términos geométricos o algebraicos
bien diferentes, dando solucion a problemas con aspecto diferente:

Problema 5a. Entre todos los rectdngulos de perimetro dado, el cuadrado tiene area
maxima.

Problema 5b. La media geométrica entre dos nimeros positivos es menor que la
media aritmética entre ellos.

El primero de los dos problemas anteriores es un caso particular del llamado problema
isoperimétrico y constituye una posibilidad para la discusion de una serie de problemas
sumamente atractivos que permiten revelar el encanto de la matematica, algunos resolubles en
términos elementales y otros pertenecientes a ramas superiores de la matematica (Sanchez &
Valdés, 2010).

Estos y otros problemas de indole geométrica y fisica, como por ejemplo la determinacion
de la trayectoria de un rayo de luz, motivaron que se pensara en la busqueda de algoritmos mas
generales para la solucion de problemas de maximos y minimos. Una primera idea muy
reveladora la encontramos en los interesantes trabajos de Fermat (Gonzéalez, 1992; Valdés &
Sanchez, 2011).

Para la determinacion de los puntos de maximo y minimo de una curva, Fermat analizé su
comportamiento geométrico en los puntos cercanos a aquellos donde toma la forma de una
cumbre (méaximo) o una hondonada (minimo) y de esa forma obtuvo el algoritmo siguiente: Se

f(x+e)—f(x)
e

forma el cociente y, después de simplificar, se coloca e =0. Seguidamente, la

expresion asi obtenida Fermat la iguala a cero y resuelve la ecuacion correspondiente. Esto le
proporciona los valores de x donde la curva puede tener maximos o minimos.

Como forma de confirmacion de la validez de su método, Fermat resuelve el problema 1y
comunica por carta a Descartes sus ideas. Pero Fermat también enfrentd problemas mucho mas
dificiles que mostraron la potencia de su algoritmo. Entre los que resolvid esta un problema que
en su época era realmente dificil y muy discutido:

Problema 6. Encontrar la trayectoria de un rayo de luz que atraviesa un medio no
homogéneo.

Una caracteristica muy interesante del trabajo de Fermat es la analogia que establecio entre
el problema general del hallazgo de los puntos de extremo de una curva y la determinacion de su
recta tangente en un punto, otro de los problemas cardinales de la época.

Los métodos tanto de cuadratura como de determinacidn de puntos de extremo de una
curva o de sus tangentes ideados por Fermat y sus contemporaneos permitio que, en la segunda
mitad del siglo XV, se distinguieran dos tipos de algoritmos capaces de resolver una amplia
gama de problemas. Pero en muchas ocasiones la aplicacién de estos algoritmos requeria de gran
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creatividad y mucha habilidad en su manejo. Esto motivo al inglés Newton y al germano Leibniz
a buscar algoritmos mas eficientes para el tratamiento de estos problemas. Sin embargo el mérito
fundamental de Newton y Leibniz radica en la interrelacion encontrada entre los problemas de
cuadratura y de hallazgo de extremos y tangentes a las curvas. Esta relacion es la expresada en lo
que actualmente denominamos teorema fundamental del calculo y convirtio la gran amalgama de
técnicas infinitesimales existentes en un potente instrumento algoritmico para la resolucion de
problemas (Valdés & Sanchez, 2011).
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