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Resumen

A través de nuestra experiencia como docentes deniddica en las carreras de
Ingenieria de la Universidad Nacional de Rosaridepaoos reconocer, en la mayoria
de nuestros alumnos, importantes falencias enddique a conocimientos
supuestamente adquiridos y grandes dificultadesgrararar los nuevos procesos de
aprendizaje. En este trabajo proponemos un anédidéivo sobre algunas
situaciones didacticas tendiente a clarificar efju@ juegan las distintas
representaciones de algunos objetos matematicas @mprension, en particular

las representaciones generadas a partir de unaeftmatematico.

Palabras claveherramientas CAS, representaciones semioticasgiapoion
sociocultural.

Introduccion
Hace ya mas de dos décadas que desde el ambitatiedige estan dando a conocer
investigaciones sobre cOmo ensefar y aprender Métznen la Universidad. Llevamos tiempo
leyendo sobre la deteccion de dificultades qualasinos encuentran en el aprendizaje de
ciertos conceptos y sobre las vias para superddasbién son muchos nuestros intentos por
cambiar situaciones que se presentan en los cdesigtematica de las carreras de Ingenieria
de la Universidad Nacional de Rosario (U.N.R.),nd@mafio a afio observamos las mismas

X1l CIAEM-IACME, Recife, Brasil, 2011.



Representaciones con software. Un puente hacipreh&nsion conceptual. 2

dificultades en el aprendizaje de temas especifidasepeticién de errores que “a priori”
sabemos nuestros alumnos van a cometer.

A través de nuestra experiencia podemos reconoeeesfos estudiantes presentan, en su
mayoria, dificultades en llevar a cabo actividagigs les permitan la interpretacion de distintas
representaciones, registros de representacioantientos y conversiones. Esto se evidencia
principalmente en el momento en que tienen que lzaddéiguras a partir de definiciones, o
bien al intentar deducir propiedades a partir geesentaciones graficas dadas.

En un gran numero de casos podemos constatar gjobstaculos persisten aun en
alumnos que, habiendo promovido la asignatura apnbuen rendimiento, fracasan o no tienen
buen desempefio en asignaturas correlativas pastedel plan de estudios. Y el panorama es
bastante desalentador ya que comprobamos queatasta® tiende a empeorar afio tras afio.

La realidad muestra que el problema resulta sercoraplejo de lo que en principio se
supone. Coincidimos con Artigue cuando afirma: que

Los procesos de ensefianza y aprendizaje depenaéaimpante de los entornos culturales y
sociales en los que se desarrollan. Hasta cierttoplos resultados que se obtienen dependen,
de esta forma, del espacio y del tiempo; su carepa@lidez es necesariamente limitado. Sin
embargo, estos limites no son generalmente fatdlédentificar... El conocimiento basado en
la investigacién no se transforma facilmente eragsgias educativas efectivas. (Artigue,

2003, p. 117)

Diversas teorias de investigacion (enfoques coctstistas, socio constructivistas,
interaccionistas o antropolégicos), que intentaetenas en cuenta las dimensiones sociales y
culturales de los procesos de ensefianza y apr@diagestran tendencias generales en cuanto a
similitudes entre las dificultades que presentarektudiantes y entre los problemas de
ensefianza que encontramos los docentes.

Estas similitudes, presentadas en diferentes exg@ulturales, podrian hacernos pensar
gue la aplicacién deecetases la via de solucion. Sin embargo, sabemos gedwacion las
recetasno son adaptables a cualquier contexto. Todolpmrérario, consideramos que asi
como debemos planificar cuidadosamente nuestraigag intentando dotar de significatividad
a las construcciones matematicas que se llevabaerael aula, también debemos hacerlo
atendiendo al saber cultural de nuestros alumn@slpgrar un redisefio efectivo del discurso
matematico escolar.

El objetivo de este trabajo es proponer un anatiexivo sobre algunas situaciones
didacticas tendiente a clarificar el rol que juefgandistintas representaciones de algunos objetos
matematicos en su comprension, en particular [@esentaciones generadas a partir de un
software matematico.

Marco tedrico

Desde la década del 80 comienza a detectarse Ueesigtematico de la nocion de
representacioren la educacion matematica. Investigaciones resgesostienen que las
diferentes representaciones de los conceptos mtitesigon fundamentales para su
comprension y han llevado a incrementar su estitiante los ultimos afios.

Al respecto, Duval (1993) afirma que las diferemgggesentaciones semidticas de un
objeto matematico son absolutamente necesarias gmdcesos de ensefianza y aprendizaje, ya
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que los objetos mateméaticos no son directaments#utes por la percepcion o por una
experiencia intuitiva inmediata como son los olgetominmente llamada®ales o fisicos

Muchos investigadores han dedicado su esfuerzedispr el concepto depresentacion
y a analizar el papel que ésta desempefa en l&weeién del conocimiento por parte de los
estudiantes. Consideramos arggresentaciones semiéticasmo:

producciones constituidas por el empleo de signegpgrtenecen a un sistema de
representacion, el cual tiene sus propios constiefitos de significancia y de
funcionamiento. Una figura geométrica, un enuncialéengua natural, una férmula
algebraica, una grafica, son representaciones Seasi@ue pertenecen a sistemas semidticos
diferentes. (Duval, 1993, p.118)

Este autor clasifica las representaciones en thistiagistros de representacipgegin sus
caracteristicas. Por ejemplo, para el conceptaper§cie cilindrica podemos dar la siguiente

ecuaciony = x?. La misma esinarepresentacion semidtica deasuperficie cilindrica en
particular en el registro algebraico. Si en lugatalecuacion presentamos la definicion: “Una
superficie cilindrica es la generada por una r@ggaeratriz) que se mantiene paralela a una
direccion dada y apoyandose en una curva (dirgciviztenida en un plano no paralelo a la
recta” (Sagrista, 2008); ésta constituymrepresentacion semidtica correspondiente al regist
lingliistico. Pero también es posible dar su grafiea ese caso el registro utilizado es el figural
o gréfico y dos representaciones posibles sondasg muestran a continuacion:

100

directriz

Figura 1. Superficie cilindrica.

Si cambia el registro, necesariamente cambia l@septacion semidtica, mientras que
puede cambiar la representacion semiética peroanarge el mismo registro.

En el interior de cada registro se pueden llevatmprocesamientqes decir,
transformacionesle las representaciones en el mismo registro dinieden creadas. Mas
importante aun, entre diferentes registros de sgmtacion se pueden realizanversionegque
son transformaciones de la representacion de wioobgcha dentro de un registro, en otra
representacion de ese mismo objeto dentro de egistro. En nuestro ejemplo se llevarian a
cabo operaciones de conversion entre los regiatgebraico o simbalico y grafico al

“representar graficamente la superficie dada peciaciony = x%" 0 reciprocamente al

“escribir la ecuacion que representa a una supedada por su gréfica”.

Duval (1999) advierte que lasglas de conversion no son las mismas segun gtleesn
el que se efectua el cambio de registiqmor lo tanto es posible que al realizar una eosion
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entre diferentes registros se pierda el contenédio ¢/ la representacion obtenida cubra solo
parcialmente el de la representacion de partida.

Si el concepto esta adquirido, el pasaje de unaseptacion a otra se produce en forma
espontanea y cualquier representacion del mismoyaquier registro, debe producir idéntico
significado. Cuando esto no sucede, Duval (1998nafque no hagongruenciaentre las
representaciones de un mismo objeto. Esta faltmdgruencia puede ser producto de
aprendizajes demasiado centrados en contenidosmoiates o del gran predominio que se le
otorga en la ensefianza tradicional al registrobatégeo sumado al status inframatematico que se
le da en general al registro grafico.

Solo puede accederse a un objeto matematico atd@vélguna de sus posibles
representaciones, y como dice Duval (1999): “dag®oapda representacion es parcial con
respecto al concepto que representa, debemos ecarstdmo absolutamente necesaria la
interaccion entre diferentes tipos de represemasiael objeto matematico para lograr su
aprehensién conceptual” (p. 185).

El papel que juegan las representaciones gréfitasigualizacion de dichas
representaciones dentro del marco de la educaafenmatica tiene una importancia notable.

Las nuevas tecnologias modifican esencialmenterittgnos de ensefianza y de
aprendizaje. Es aun un tema de permanente disceisi@atho de cémo llevar a cabo su
implementacion en el aula para transformarlas stnimentos cognitivos. Al respecto, Jonassen
(1995) nos dice que una herramienta cognitiva@s éguel instrumento del que pueden servirse
las personas para amplificar su capacidad de com@re operar en el mundo y que la cualidad
de herramienta cognitiva no es intrinseca a unumgnto. Estas herramientas permiten brindar
un amplio abanico de representaciones de objedesrglaciones matematicas en diferentes
registros. Y lo que es mas importante, posibilitdavorecen la conversion entre registros, lo
cual supone un recurso didactico inapreciable exlleacion matematica.

Lineamientos metodolégicos

El presente trabajo sigue los lineamientos metailcdd del proyecto de investigacion que
lo enmarca: “Analisis socioepistemoldgico de losteaidos del Calculo en carreras de
Ingenieria. Un puente entre la investigacion \ekdidad del aula” (ING336). La metodologia en
él utilizada podria definirse como una extensiéitoderimeros pasos de la Ingenieria Didactica.

El sustento teorico de la Ingenieria Didactica po® de la Teoria de Situaciones
Didéacticas (Brousseau, 1997) y la Teoria de lagpasicion Didactica (Chevallard, 1991), que
tienen una vision sistémica al considerar a la @ida de la Matematica como el estudio de las
interacciones entre un saber, un sistema educato®alumnos, con objeto de optimizar los
modos de apropiacion de este saber por el sujetmgBeau, 1998). El término Ingenieria
Didéactica se utiliza en Didactica de la Matematioa una doble funcion: como metodologia de
investigacion y como producciones de situacionesndefianza y aprendizaje:

... el término Ingenieria Didactica designa unjuoio de secuencias de clase concebidas,
organizadas y articuladas en el tiempo de formarestte por un profesor-ingeniero para
efectuar un proyecto de aprendizaje de un contanatematico dado para un grupo
concreto de alumnos. A lo largo de los intercambiuse el profesor y los alumnos, el
proyecto evoluciona bajo las reacciones de los mdsnen funcién de las decisiones y
elecciones del profesor. Asi, la Ingenieria Did#&cts, al mismo tiempo, un producto,
resultante de un analisis a priori, y un processultante de una adaptacion de la puesta en
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funcionamiento de un producto acorde con las ciomks dinamicas de una clase. (Douady,
1996, p.241)

Tradicionalmente la Ingenieria Didactica (Artiga895, p.40) distingue tres dimensiones
ligadas a los procesos de construccién del conentmi

» Dimension epistemologica: asociada a las caratitadsdel saber puesto en
funcionamiento.

» Dimension cognitiva: asociada a las caracteristiogsitivas de los alumnos a los que se
dirige la ensefanza.

* Dimension didactica: asociada a las caracteristieaBincionamiento del sistema de
ensefianza.

La socioepistemologia incorpora la expresion “annsion social del conocimiento
matematico avanzado”, entendiendo por ello al adnjde las interacciones, explicitas o
implicitas que se establecen entre los procesowaudas del pensamiento, la epistemologia de la
matematica avanzada y las practicas humanas alimespecializadas.

Agregamos entonces, a los tres aspectos antessitaddimension sociocultural asociada
al contexto sociocultural que le da origen al com@mnto en cuestion.

La propuesta es seguir el método que plantean &oklores, Chi Chablé, Canul Pech,
Cantu Interian & Pastor Solache (2009) quienes@rep partir de la experiencia cotidiana del
profesor para llevarlo a una reflexion sistempicaducto de la investigacion en donde son
incluidas propuestas para el aula.

Descripcion de la situacién

Los planes de estudio actuales (vigentes desdé #i8dé Facultad de Ciencias Exactas,
Ingenieria y Agrimensura (F.C.E.I.A.) de la U.NdR.disefaron en el periodo histérico que
comienza en Argentina en los afios 90 como “unazpnaue se vinculaban el sistema
educativo con el productivo, considerandose al@a&don como inversion personal y colectiva
gue debe seguir los lineamientos del mercado”.sgimes se enmarcan en los requisitos de la
Ley Educacién Superior (LES), la cual forma paddadLey Federal de Educacion (LFE),
sancionadas por el Ministerio de Cultura y Eduaadié la Nacion, en 1995 y 1993
respectivamente. La LFE estructura los nivelesndef@anza en: Educacion inicial, Educacion
General Basica (EGB), Educaciéon Polimodal y Edudra8uperior.

No hay registro de jurisdicciones en las que ladehaya implementado de igual manera
(especialmente desde el punto de vista de la EsteuEducativa). La atomizacion del Sistema
Educativo Nacional que provocé la pseudo-aplicad®ia Ley Federal evidencié la necesidad
de una nueva legislacion.

En el afio 2006 se sanciono la Ley de EducacionadNat{LEN) que “restituye la unidad
del sistema educativo argentino tras una decadlagimentacion generada a partir de la llamada
Ley Federal” (Predisefio curricular de la proviméaSanta Fe, 2010, p. 1). La misma se
encuentra reglamentada y en proceso de impleméntaci

Desde hace algunos afios la F.C.E.I.A. recibe cdomores a egresados del ya
mencionado Nivel Polimodal y hay plena coinciderida afirmacion docente de que la
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cantidad y calidad de los conocimientos de losasantes viene sufriendo un sensible e
ininterrumpido deterioro desde entonces.

Las autoras de este trabajo elegimos enfocarnmseserios inconvenientes que
evidencian nuestros alumnos a la hora de represagtanos objetos matematicos,
principalmente los referidos al espacio tridimenaloJustificamos nuestro interés en la
conviccién de que las representaciones semiotaasiis punto basico para el aprendizaje del
Célculo en general, de la Geometria en particufzrg la resolucion de problemas,
especialmente los de Ingenieria.

Para primero entender y luego tratar de remediarsisiacion que aparece instalada en
nuestro entorno como algo natural, esperable yémemente explicada s6lo coona
consecuencia de las deficiencias atribuidas a taiela medianos propusimos revisar la
formacién geométrica espacial que deberian hab#ide y con la que deberian contar nuestros
alumnos.

Segun las declaraciones curriculares, durante@tltde EGB (6-8 afios) los alumnos se
inician en el reconocimiento de las figuras geoitesdra partir de la manipulacion de objetos de
la vida cotidiana y de la observacion de sus repitasiones graficas. En el 2° ciclo (9-12 afios)
comienzan a manejar el vocabulario geométricopeesentar las figuras en dos y tres
dimensiones y a diferenciarlas por las caracteastd propiedades que las definen. En el 3° ciclo
(12-14 afios) empiezan a reconocer Yy clasificael@sentos de cuerpos poliédricos y redondos
como asi también a calcular superficies y volumeBr<l ciclo Polimodal se inician en el
estudio de la Geometria Analitica, pasando porovesty rectas (en el plano y el espacio) hasta
llegar al estudio de las secciones conicas.

Sin embargo estas competencias no se percibers aefulmnos ingresantes a la
Universidad. Pareceria ser que no alcanzo conlesgiluna, creemos, excesiva cantidad de
contenidos basicos comunes obligatorios para detargnificatividad a los saberes escolares.
Coincidimos con Pochulu (2005) cuando revela comade las posibles causas del déficit en la
formacion geométrica de los estudiantes, el heehgue la ensefianza de los contenidos de
Geometria plana y del espacio queda confinadaddaisicién de definiciones, descripciones de
cuerpos y figuras, y a la aplicacion de formulapmablemas sencillos, circunscriptos al calculo
de perimetros o superficies.

Es nuestra responsabilidad mediar entre los fuingenieros y los conocimientos
matematicos, fundamentalmente los del Calculocbagara su formacion. Nuestra realidad, en
cuanto a planes de estudio y tiempo disponiblejmpg&le explayarnos en la ensefianza de los
gue deberian ser contenidos previamente adquini@osla desaprension de aquellos que, mal
aprendidos, se constituyen en obstaculos de tigoitbeo.

Consideramos que propiciar la utilizacion de difikes representaciones semioticas y
concentrarnos en ayudar a nuestros alumnos a diémanabilidades de representacion
conceptual puede contribuir mucho a mejorar nuasginacion.

Algunas situaciones didacticas

A continuacion exhibimos reflexiones emergentesadélisis de algunas situaciones de
aula que contemplan la utilizacion de software mateos apropiados para el desarrollo de
determinados conceptos.
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» Superficie cilindrica

Tradicionalmente ensefiamos la nocion de supediéielrica a partir de su definicién en
un registro verbal o linguistico y luego en un s&wgi simbdlico.

Registro linguistico: Una superficie cilindricalaggenerada por una recta generatriz que
se mantiene paralela a una direccion dada , apogéreh una curvh (directriz) contenida en
un plano no paralelo a la recta.

Registro simbélicox? + y2 =4, por ejemplo.

Es posible que a partir de estas definicionesliosrzos logren con mas o menos esfuerzo
(y/o ayuda) imaginarse o representar la superfi@ey esto no basta para que la nocion quede
aprehendida, se necesitara algun tipo de manigulaig! objeto (rotacion, proyeccion, corte con
planos, superposicion, etc.) como para que puesiamlarse las cualidades de las propiedades
geomeétricas correspondientes.

Sabemos, por nuestra experiencia al incorpordrdaamientas CAS (Computer
Algebraical System) en el desarrollo de temas dmieéria (Co, del Sastre, Panella, 2009), que
su implementacion, en el marco de una adecuaddipdaon, favorece la aprehension de
conceptos por parte del alumno al dinamizar ehtnénto de los objetos matematicos y agilizar
su visualizacion.

La Figura 2 muestra imagenes devueltas por la ctadpta al efectuar actividades de
rotacion y corte sobre una representacion gratca duperficie de ecuaciof +y2 =4:

2

Figura 2.Rotacion y corte de la superficie cilindrica deasian xX“ + y2 =4

e Curvas de nivel
Pretendemos abordar el conceptauderas de nivel de una funcion f de dos variables.

¢, Basta definirlas como las curvas que verificatlaacionf (x,y) =k (k constante),

interpretarlas como el lugar geométrico de todeplmtos en los gidetoma el valok y

realizar en la pizarra la representacion graficedriperficie y de algunas curvas de nivel?
Nuestra experiencia nos muestra que no es suftcgamt presentar imagenes a una clase y

concentrar la atencion en sus detalles para coangéetomprension del concepto. Creemos que

necesitamos visualizaciones que resulten mas sigtivias para los alumnos y que permitan las

manipulaciones pertinentes.

Evocar un objeto espacial concreto, como por ejempé montafia, puede ayudar a
aproximar por comparacion a la representaciénagdfe un paraboloide. De este modo las
curvas de nivel de la superficie estarian repras@stpor las curvas que en la montafia unen los
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puntos de igual elevacion, sendas por las cualkd$grmos caminar “constantemente” sin
ascender ni descender.

Consideramos apropiado también utilizar un softwaaéematico para generar
representaciones graficas de la superficie (Figuoue puedan ser manipuladas (rotadas,
proyectadas, cortadas con planos) convenientemente.

Figura 3.Curvas de nivel del paraboloide circular de ecuacf§x,y)=4- x2 - y2 .

* Derivada direccionade una funcioér de dos variables

A pesar de dar la definicion de derivada direcdideaz = f (x,y) en el puntoP, segun la
direccion del vector unitaria y explicar su interpretacién geométrica, hemo®setmado que
rapidamente (y en esto colabora mucho lo rutindeita ejercitacion realizada) el concepto que
nos ocupa queda reducido al nUmero que se obt@ria mera aplicacion de una formula.

Creemos imprescindible aqui favorecer las conveesi@ntre los registros simbolico y
gréfico. Con este fin sugerimos realizar la grafleda superfici&de ecuaciore = f (x,y) y
mostrar la curv& que resulta de su interseccion con el plano védiga pasa por el punto dado
y tiene la direccion d@ para, posteriormente, visualizar la reEtéangente a la cun@ y
estimar sobre la gréafica su pendiente. Podemosiegdasociar este valor con el de la derivada

direccional obtenido por férmula.

Utilizar un software nos permite optimizar el prdiceiento antes descripto y repetirlo
cada vez que sea oportuno, ya que en cuestionmlgasipodemos obtener representaciones
gréficas como las que se muestran a continuacion:

=
R
T TTH [

1

|

I
I s i)

Figura 4.Derivada direccional de la funcidn(x,y) =4 - N y2 en el punto(3/4, 3/4), enla
direccioén del vecto = (1/\/_2 1/ \/5)
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» Superficie de revolucion

A partir de una buena visualizacion procuramosilgis¢a ecuacion representativa de una
superficie de revolucion.

En el caso de una superficie de revolucién (panpje: el hiperboloide de una hoja que
muestra el cuadro final de la secuencia de la Rifuhemos observado como los alumnos
obtienen, a través del software elegido, una dekgeres representaciones graficas del objeto
matematico en cuestion. Pueden visualizar la cgewneratriz y, aplicando las opciones de
animacion que brinda el programa, distinguir el mento continuo de esta curva alrededor de
su eje de giro y la generacion de la superficie.

Curva Dos cuadros Cuatro cuadros
Generatriz

Figura 5.Curva generatriz y secuencias de la animaciérgguera a un hiperboloide de una hoja.

No obstante, cuando los alumnos intentan pasaedmsiro grafico al simbdlico
(construccion de una ecuacion) es cuando surgers skficultades. Creemos que esto se
produce no porque no logren identificar los elem&rbnstitutivos de la superficie de
revolucion (generatriz, eje de giro, radio, etsinp porque no alcanzan a clarificar la relacion
existente entre ellos en lo que hace a su variacion

El registro linglistico cobra asi especial impoctaral tener en cuenta que solo
reflexionando sobre la definicion enunciada en foooloquial podemos guiar a los estudiantes
en su tarea.

Conclusiones

En nuestra tarea referida a la planificacion depestas para el aula y eleccion de
estrategias didacticas, los docentes debemos degidadosamente coOmo mediaremos entre
nuestros alumnos y los diferentes objetos mateostie modo tal de favorecer su aprehension
conceptual. Mas aun teniendo en cuenta que estomas provienen de contextos educativos
diferentes y cuentan con conocimientos dispareslgfigientes.
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Elegir las representaciones mas convenientes,avalucomplejidad y los obstaculos que
pueden presentarse al cambiar de registro (emstencia previa al tratamiento de la
informacion por parte del alumno) son algunas delgstiones que creemos no deben jamas
desatenderse.

Se hace necesario enriquecer la metodologia déamse aumentando las estrategias y
diversificando al maximo los recursos didacticos ebfin de propiciar la construccion de una
mayor cantidad y calidad de representaciones,db cteemos, favorecera la realizacion de
aprendizajes significativos.

Ya hemos afirmado, en relacién a las representasigraficas, que no debemos
contentarnos con realizar figuras estaticas simoegumportante enriquecer dichas
representaciones y poder por ejemplo, dotarlagrdemismo. En lo que a recursos didacticos se
refiere, reafirmamos en este trabajo el lugar qmancia que se le otorga a las herramientas
C.A.S. en lo que hace a la formacionrdpresentaciones ejecutabl@sipiafiez y Moreno,

2002), es decir portadoras de la potencialidadrdelar acciones cognitivas con independencia
del usuario.
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