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Resumo

Neste trabalho descrevem: se resultados parciais de uma pesquisa que vem sendo
desenvolvida com professores em formagao continuada, com enfoque na
modelagem matemética, alicercada nateoriade Tall & Vinner (1981),
relacionada a “imagem de conceito” e “definic¢éo de conceito”. Os resultados
estdo relacionados com o conceito de proporcionalidade presentes na descricéo de
modelos mateméticos lineares. De acordo com esta finalidade, foram analisados
diferentes model os, com distintas representacdes, de modo a proporcionar a
criac8o de imagens conceituais referentes a proporcionalidade. O estudo seguiu
uma metodologia de caréater qualitativo baseado em estudo de caso. Os resultados
da pesquisa tém apontado que a modelagem matemética € um caminho que pode
propiciar a criacdo de imagens conceituais que favorecem a compreensdo do
conceito de proporcionalidade.

Palavras chave Modelagem matemética, proporcionalidade, modelos lineares e
ndo lineares, formagéo continuada, professores.

Introducéo

Documentos oficiais como as Diretrizes Curriculares Nacionais para 0s cursos de
Licenciatura e Bacharelado em Matemética (Brasil, 2001) apontam que os cursos de
licenciatura devem desenvolver habilidades e competéncias, como as de “ estabel ecer relacdes
entre a Matematica e outras é&reas do conhecimento” e “trabalhar na interface da Matematica
com outros campos de saber”. (Brasil, 2001, p. 4). Especificamente em relacéo ao educador
matematico, 0 mesmo documento sugere que o licenciado em Matemética deve ter a
capacidade de “desenvolver estratégias de ensino que favoregam a criatividade, a autonomia
e aflexibilidade do pensamento matemético dos educandos, buscando trabalhar com mais
énfase nos conceitos do que nas técnicas, formulas e algoritmos.” (1bid., p. 4).
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Trabalhando com formagao inicial e continuada de professores, preocupamo- nos em
analisar estratégias de ensino, centradas na construcéo de imagens conceituais de
determinados contelidos mateméticos, que conduzam a formulagdo do conceito. Entre estas
estratégias situa-se a model agem matematica.

O uso pedagdgico da modelagem matematica, sob diferentes concepgoes, tem sido
largamente explorado na literatura nacional e internacional de educacéo matemética, desde o
comeco da década de 1980. Potencialidades da modelagem tém sido apontadas em diferentes
pesquisas como em (Almeida & Brito, 2005; Almeida & Ferruzzi, 2009; Araujo, 2007
Bassanezi, 2002; Barbosa, 2001; Biembengut & Hein, 2000; Oliveira, 2007; Santos &
Bisognin, 2007), entre outros. De acordo com Blum (apud Barbosa, 2003, p.67), tem-se 0s
Seguintes argumentos para Seu uso ho ensino da matematica: motivacao, facilitacdo da
aprendizagem, preparacdo para utilizar a matemética em diferentes areas, desenvolvimento de
habilidades gerais de investigacédo e compreensao do papel sdcio-cultura da matemética.
Explorando essas potencialidades, foram formuladas e testadas propostas de abordagens para
0 ensino de matemética com a modelagem, nos diversos nivels, desde a educacdo basica até a
formaco inicial e continuada de professores.

Por outro lado, uma das dificuldades apontadas, entre outras, pelas pesguisas como as
descritas em Almeida & Dias (2004), em relacdo ao uso da modelagem matemética na sala de
aula, é aintroducdo de conceitos matematicos. Mulitas vezes, os fatos e os temas escolhidos
n&o propiciam a vivéncia de experiéncias que levam a compreensdo dos conceitos
envolvidos. A complexidade dos conceitos mateméticos requer, muitas vezes, diferentes
representagdes e 0 uso de uma linguagem adequada pelos professores para que estes sejam
compreendidos pelos alunos. Esse € um dos desafios colocados aos professores que utilizam a
modelagem matemética como estratégia de ensino na sala de aula.

E comum observar que, apesar dos esforgos dos professores, existem dissonancias
entre alinguagem que o professor usa e a linguagem matemética. Ou sgja, existem
dificuldades de compreensdo entre 0 que o professor fala e 0 que os alunos entendem. Essas
dificuldades est&o relacionadas, segundo Tall e Vinner (1981), com a complexidade do
cérebro humano que ndo € uma entidade puramente l6gica e que funciona de um modo que
contrasta com a |6gica matemética.

A modelagem matematica é uma estratégia de ensino que favorece a aproximacao entre
alinguagem docente e a do aluno em sala de aula, pois parte de situagdes do cotidiano. Esta
pesquisa tem como proposito analisar as contribuicdes da modelagem matemética na
abordagem do conceito de proporcionalidade e aidentificacdo de situacbes em que este
conceito esta presente, com professores em formagdo continuada participantes de um curso
de mestrado em Ensino de Matemética. Neste trabalho, descrevem se resultados parciais
desta pesquisa, com enfoque na modelagem matemética, alicercada nateoriade Tal &
Vinner (1981) relacionada a “imagem de conceito” e definicéo de conceito”.

A pesquisa é de carater qualitativo, do tipo interpretativo, com base em diferentes
representacdes de model os lineares encontrados na literatura e reinterpretados pelos
alunog/professores. Os resultados da pesquisa tém apontado que a model agem matematica é
um caminho que pode aproximar alinguagem do professor & dos alunos e propiciar a criagéo
de imagens conceituais que favorecem a compreensdo de conceitos mateméticos.

Referencial Tedrico
M odelagem Matemética e a Construcdo de Imagem Conceitual e Defini¢ao de Conceito
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Tal & Vinner (apud Escarlate, 2008), ao descreverem como Se processa o
funcionamento cognitivo da mente humana, desenvolveram uma teoria com base na nogéo de
imagem de conceito. Os autores utilizam os termos “imagem de conceito” e “definicao de
conceito” para estabelecer a diferenca entre o significado de um conceito como o
estabel ecido pela comunidade cientifica e ainterpretacdo subjetiva que cada individuo faz
sobre determinado contelido matemético. Para os autores aimagem de conceito,

[...] descreve a estrutura cognitiva que esté associada ao conceito, que inclui todas as figuras
mentais e propriedades associadas. Ela € desenvolvida ao longo dos anos, através de
experiéncias de todos os tipos, mudando enquanto o individuo encontra novos estimulos e
amadurece. (Tal & Vinner, apud Escarlate, 2008, p. 20).

A imagem de conceito &, portanto, a estrutura cognitiva associada ao conceito e que
inclui todas as figuras e esquemas mentais e 0 conjunto de todos os pensamentos produzidos
pela mente de um individwo, em relacdo a um determinado objeto matemético. O que
prevalece aqui € ainteracdo entre o sujeito e 0 objeto matematico em suas multiplas
representagdes e ndo aimagem de conceito associado ao conceito em Si.

De acordo com Tall & Vinner (1981), o individuo, ao interagir com determinado tépico
matematico, processa as ideias produzindo em sua mente a estrutura cognitiva referente ao
conceito. Para Escarlate (2008, p. 20), os elementos que contribuem para a formacéo de
imagens conceituais podem ser “figuras, tabelas, diagramas, gréficos ou qualquer outro
objeto matematico de natureza visual ou ndo, desde que esteja relacionado de alguma forma
com o conceito em questdo para o individuo.” O autor afirma ainda gue muitos outros
atributos podem pertencer aimagem conceitual de um determinado conceito e isso depende
do tipo de “experiéncias que o individuo tera e de como ele irdinteragir com dada abordagem
sobre 0 assunto” (Escarlate, 2008, p. 21).

A imagemde conceito, segundo Tall & Vinner (1981), pode ser transformada ao longo
da vida na medida em que novas experiéncias sao vivenciadas pelo individuo e isso pode
ocorrer a partir de diferentes tipos de situaces pedagdgicas experimentadas. O termo,
“definicdo de conceito”, é “uma sentenca de palavras usadas para descrever um determinado
conceito”. (Tal & Vinner, 1981, p. 152). Ainda, segundo os autores, um conceito pode
simplesmente ser memorizado pelos estudantes, mas também pode ser aprendido de modo
significativo, na medida em que os alunos tenham oportunidades de criar diferentes imagens
conceituais referentes ao conceito.

Para Freudenthal (1973, apud Gomes & Ralha, 2003, p.228), definir € mais do que
descrever, € um meio de organizar dedutivamente as propriedades de um objeto. A definicéo
€ uma sistemati zac&o tedrica que relaciona o objeto com todos o0s outros e esta deve ser afase
final do processo de producdo do conhecimento e ndo o ponto de partida.

A partir de diferentes estimulos, em diferentes momentos, o individuo pode ativar
partes distintas de suaimagem de conceito. Por exemplo, quando ouvimos a palavra “fungéo”
podemos lembrar de um grafico, de uma tabela, de uma expressdo especifica ou de um
modelo matemético construido. As multiplas representacdes que a construcdo de modelos
proporciona permitem que os estudantes, em diferentes momentos, possam evocé-las e assim
facilitar acompreensdo de novos conceitos.

Em relacéo aos conceitos e propriedades de fungdes, Usiskin (1988,apud Andrade &
Saraiva, 2010, p.625) afirma que “é importante que os alunos compreendam relacdes e
funcgdes, que representem e analisem situacOes mateméticas usando simbol os algébricos e que
utilizem model os mateméticos para representar e compreender diversas situagdes’. O mesmo
autor defende também que “as expressdes algébricas podem ser interpretadas de formas
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distintas e que a utilizacdo dos simbol os envolve uma grande diversidade de significados, de
acordo com as situagdes em que sdo utilizados”. (Ibid., p. 625).

Referente ao conceito de proporcionalidade direta, Silvestre (2006), em sua pesquisa,
analisa situacfes em que aparece o conceito de proporcionalidade direta, as representacdes e
os tipos de estratégias utilizadas pelos alunos na resolucdo de atividades envolvendo este
conceito.

Por outro lado, nas Orientagdes Curriculares para o Ensino Médio para a &rea de
Matemética, encortramos sugestfes para 0 uso da modelagem matematica:

Em anos recentes, os estudos em educacdo matemética também tém posto em evidéncia, como
um caminho para se trabal har a Matemética na escola, aidéia de modelagem matemética, que
pode ser entendida como a habilidade de transformar problemas da realidade em problemas
mateméticos e resol vé-los interpretando suas solugdes na linguagem do mundo redl. (Brasil,
2006, p. 84. Grifo do autor).

O mesmo documento ainda salienta que a modelagem matemética permite que o aluno
mobilize variadas competéncias, associadas, também, a resolucéo de problemas, tais como:

selecionar variaveis que serdo relevantes para 0 modelo a construir; problematizar [...];
formular hipodteses explicativas do fendmeno em causa; recorrer a0 conhecimento matemético
acumulado para aresolucdo do problema formulado [...]; confrontar as conclusdes tedricas com
os dados empiricos existentes; e eventuamente [...] modificar o modelo para que esse melhor
corresponda a situagéo real. (Ibid., p. 85).

A modelagem matematica constitui-se, conforme Burak (1992,p.62), “ em um conjunto
de procedimentos cujo objetivo é construir um paralelo paratentar explicar,
matematicamente, os fendmenos presentes no cotidiano do ser humano, gjudando-o a fazer
predicoes e atomar decisdes”.

Barbosa (2001) coloca que a modelagem metemética,

[...] trata-se de uma oportunidade para os aunos indagarem situagtes por meio da Matemética
sem procedimentos fixados previamente e com possibilidades diversas de encaminhamentos.
Os conceitos e idéas mateméticas exploradas dependem do encaminhamento que s se sabe a
medida que os aunos desenvolvem a atividade (p. 5).

Embora com diferentes concepgdes entende-se que a modelagem matematica esta
associada a criacdo de imagens conceituais, pois ao envolverem-se com 0 processo de
modelagem os alunos podemcriar imagens significativas que contribuempara a
aprendizagem dos conceitos envolvidos.

M etodologia

A pesquisa, de abordagem qualitativa, faz parte de um projeto de investigagdo que tem
como objetivos: desenvolver experiéncias com uso de modelagem matemética em turmas de
Ensino Fundamertal, Médio e Superior; avaliar os conhecimentos construidos pelos alunos,
por meio das atividades de modelagem, nos trés niveis de ensino.

A buscade dados foi efetuada durante o primeiro semestre de 2010, durante o
desenvolvimento da disciplina de Fundamentos de M atematica em uma turma de professores
em educacdo continuada que participam de um curso de Mestrado Profissionalizante em
Ensino de Fisica e de Matemética, sendo a primeira autora a responsavel pela disciplina
Desse estudo, participaram dez alunos que foram reunidos em dois grupos de cinco
participantes, identificados como A e B e seus elementos como Al,..A5 e B1,..,B5.
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Os instrumentos de busca de dados foram os trabal hos produzidos pel os alunos nas
aulas e um diério do investigador, em que foram registradas as dificuldades e os avangos dos
alunos no processo de modelagem.

Para 0 desenvolvimento das atividades em sala de aula, foram seguidos os passos da
modelagem matemética descritos por Burak (1992), que sdo: escolha do tema, pesquisa
exploratoria; levantamento dos problemas; resolucdo dos problemas e o desenvolvimento do
contelido matematico no contexto do tema e andlise critica das solucdes.

As atividades desenvolvidas pel os alunos foram apresentadas oralmente e analisadas
coletivamente entre os alunos e a professora da turma.

Atividades de M odelagem Relacionadas ao Conceito de Propor cionalidade

Nesta secéo, sdo apresentadas os model os lineares construidos pel os alunos /professores
gue possibilitaram a construcdo de imagens conceituais referente ao conceito de
proporcionalidade, por meio da vivéncia das etapas da modelagem matemética como
descritas em Burak (1992). A proposicdo de construcéo de modelos lineares deveuse ao fato
de que, nesses model os, a proporcionalidade se apresenta de diferentes maneiras, quais sgam,
em tabelas, graficos e em expressdes al gébricas representativas dos mesmos.

Atividade 1

A primeira situagdo-problema, construida pelo grupo A, foi aredizagdo de um
experimento simples para verificar como funciona alei de Hooke. Os alunos/ professores
realizaram medicdes das deformagdes de uma mola de arame flexivel, presa numa das
extremidades, correspondentes a diferentes pesos colocados em sua extremidade livre. Foram
colocados discos de 239 a cada etapa do experimento. Os dados obtidos séo descritos no
Quadrola seguir.

Massados | Elongacéo
discosem (mm)
gramas
0 0
23 10,01
46 21,6
69 33,2
92 45
115 55,3
138 65,96

Quadrol-Medidas das e ongagtes da mola
Fonte- Dados obtidos experimentalmente

Durante arealizagcdo do experimento, a professora-pesguisadora indagou: os dados da
tabela apresentam uma relacao de proporcionalidade?

Aluno Al-nao, mas os valores ficaram muito proximos.
Professora-como podemos saber se existe proporcionalidade nesta situacéo?

Aluno A3-quando temos um mesmo valor entre a divisdo dos valores de'y pelos
correspondentes valores de x. Ja calculel estes valores e ficaram proximos mas nao sao
iguais, assim nao é possivel afirmar que existe propor cionalidade nesta situacao.
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O grupo utilizou os conhecimentos prévios sobre as caracteristicas graficas de uma
relagcdo proporcional para afirmar que ndo havia proporcionalidade. Paraisso evocaram
imagens conceituais j& construidas anteriormente relacionadas com o conceito de
proporcionalidade.

Professora € possivel fazer uma aproximacao dos dados de modo a obter uma
constante de propor cionalidade?

A partir daindagacdo da professora, 0 grupo construiu o gréafico representativo dos
dados da tabela e observaram que os portos néo ficaram situados sobre uma reta e entdo
propuseram fazer uma aproximagdo por meio de um gjuste dos dados por minimos quadrados
como mostrado no Gréficol abaixo.

70
; [ ]
G0 P
50 +
=i
Massalg] .., [ ]
20 *
10 *
0+
4] 50 100 150
Elongagoes da mola [mm)

Gréficol-Representacdo gréfica das medidas das el ongagdes

Por meio desse gjuste dos dados, obtiveram a expressdo y=0,49x representativa de
um modelo linear. Essa representacdo do modelo por meio de uma equacdo algébrica,
explicita a constante de proporcionalidade ou a constante elastica da mola.

A representacdo grafica do modelo obtido € mostrada no Gréfico 2, aseguir.

70
60 =
50 /
© 40 /
% 30 /
£ 20 /
10 /
o T T
[0} 50 100 150
elongacb6es da mola

Gréfico2-Representacao gréfica das medidas das elongacdes.

Observouse que as etapas da construgéo do modelo permitiram que os
alunos/professores vivenciassem o processo de modelageme idertificassem, por meio de
diferentes representacdes, as situacdes em que a proporcionalidade é evidenciada e as
situacBes em ela ndo esté presente. Ao longo da realizacdo da experiéncia, construiram
imagens conceituai s sobre proporcionalidade que permitiram a compreensdo do significado
da constante, no contexto em que o experimento foi realizado.
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Atividade2

A segunda situacdo-problema foi proposta pelo grupo B e teve como proposito
responder a seguinte pergunta: qual a disténcia que se deve manter de um veiculo a nossa
frente para conduzir com seguranca na estrada?

Apbs a escolha do tema e do estabel ecimento do problema, os alunos buscaram dados e
informagdes junto ao Departamento Estadual de Transito do Rio Grande do Sul (Detran),
além de entrevistarem um engenheiro especialista em construcéo de estradas.

A partir das informagdes e dos estudos realizados, o grupo considerou que, para
responder a pergunta, deveriam conhecer a distancia de reacéo e a distancia de frenagemde
um carro. A distancia de reacéo depende do tempo de reagdo do motorista e da velocidade do
carro. O tempo de reacdo do motorista é o tempo decorrido desde o instante que 0 motorista
percebeu o obstaculo a sua frente até 0 momento em que aciona o freio.

A disténcia de reacdo é determinada pela seguinte equacdo: dr=t;.v, sendod, a
distancia de reacdo, t; representa o tempo de reacdo e v a velocidade do carro.

A distancia de frenagem € a distancia que o carro percorre desde 0 momento em que o
freio foi acionado até a parada total do carro.

Portanto, a distancia que se deve manter do carro a nossa frente, denominada de
distancia de parada, é cal culada somando-se a distancia de reacdo e a distarcia de frenagem,
isto € dp=dr + .

A partir do esabelecimento destas equactes e com base nas informagdes obtidas no
Detran, os alunos construiram o Quadro2 que mostra os valores médios dadistancia de
reacéo em fungdo da velocidade.

Distancia
Veocidade | Médiade
Km/h Reacéo (m)
0 0
30 6,25
40 8,33
50 10,41
60 12,5
70 14,58
80 16,66
Q0 18,75
100 20,83
110 22,91
120 25
130 27,08
140 29,16
150 31,25

Quadro2-V alores médios da distancia de reagéo.

Ao observar o trabalho do grupo, aprofessoraindagou se eles percebiam alguma
proporcionalidade entre os val ores constantes no quadro. Ao tentar responder o
guestionamento da professora, o grupo percebeu que a velocidade estava indicada por
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quilometro por hora e a distancia média de reacéo, por metro. Apos esta observacao os
alunos efetuaram os célculos dividindo o valor médio da distancia de reacdo pela vel ocidade
correspondente e encontraram valores muito préximos a 0,75. Concluiram assim que 0
modelo matemético d, = 0,75 v seriaum bom modelo para descrever adistancia médiade
reacao .

A professora indagou ao grupo: como podemos analisar graficamente o significado da
constante de proporcionalidade ?

Ao congtruirem o gréfico, o grupo percebeu que a constante de proporcionalidade é a
inclinacdo dareta que passa pela origem. No Gréfico3, tem-se a representacdo do modelo
matemético.

35

w
o

E
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g 25 /
['4

2 20

S /

g 15 /

$ 10

j =4

=)

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Velocidade (km/h)

Gréfico3-Disténcia média de reacéo em funcéo da velocidade

Os alunos/professores observaram, nesse caso, diferentes significados do coeficiente
linear e suarelagdo com o conceito de proporcionalidade.

Para calcular a distancia de frenagem, o grupo observou que ela depende de vérios
fatores tais como peso e a velocidade do carro, eficiéncia dos freios, condic¢éo dos pneus,
atrito, condic¢des da pista considerando se a pista esta seca ou molhada. Para este célculo, 0
grupo necessitou de conceitos fisicos ligados a forga, trabalho e energia cinética

Se o freio de um carro € acionado, este produz uma forga contraria ao movimento do
carro, portanto o trabalho T para anular a energia cinética do carro é o produto daforca F
pela distancia de frenagem d;, ou sgja, T=F. d .

Por outro lado, a energia cinética de um carro de massa m e velocidade v
é4mv ?.Obtiveramentdo arelagdo i mv?* =F. c .

Como aforca F é proporcional a massa do carro, concluiram que a disténcia de
frenagem € proporciona ao quadrado da velocidade.

A partir dessas informagdes e dos dados obtidos junto ao Detran, construiram o
Quadro 3, aseguir , que fornece a distancia média de frenagem em pista seca e em pista
molhada .
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Ve ocidade (km/h) Distanciamédia de Distancia média de
frenagem em pista seca(m) frenagem em pista
mol hada(m)
0 0 0

30 12,75 18,75
40 17,00 25,00
50 21,25 31,25
60 25,50 37,50
70 29,75 43,75
80 34,00 50,00
0 38,00 56,25
100 42,25 62,50
110 46,75 68,75
120 51,00 75,00
130 55,25 81,25
140 59,50 87,50

Quadro 3 — Vaores das distancias médias de frenagem

Da andlise dos dados constantes do Quadro 3 e fazendo um gjuste pelo método dos
Minimos Quadrados, deduziram os modelos ds = 0,425v? e d; = 0,625 v ? que descrevem,
respectivamente, a distancia de frenagem em pista seca e em pista molhada.

Embora os model os mateméticos construidos pelo grupo ndo sejam lineares,
eles mostram uma proporcionalidade direta entre a disténcia de frenagem e o quadrado
davelocidade.

Portarto, os modelos matematicos que descrevem a parada total do carro séo
dp= 0,75v+0,425 v 2, que fornece a distancia de parada em pista secae
dp=0,75v+0,625v 2, que descreve a distancia de parada em pista molhada.

Por meio desses modelos, o grupo concluiu gue um carro andando numa
velocidade de 80km/h, numa pista seca, necessita 230m para parar e 326m, se andar
em uma pista molhada.

A construcdo desses dois modelos permitiu analisar o significado do conceito de
proporcionalidade sob uma nova 6tica associada a um modelo linear e outro ndo linear.

Conclusdes

Ao longo do desenvolvimento das atividades de modelagem matematica, 0s
alunos/professores mostraram estabel ecer relacbes entre os model os construidos e as
imagens conceituals formadas a partir das diferentes representagdes sobre o conceito de
proporcionalidade.

A compreensdo do conceito de proporcionalidade foi sedimentada a partir das
conexdes entre 0s model os mateméticos construidos, a andlise de suas diferentes
representagdes, tabular, algébrica, gréficae o significado dos simbol os presentes nessas
representacdes, identificando nesses model os, a caracteristica de proporcionalidade.

No decorrer das aulas, os aunos/professores conseguiram compreender 0
processo de modelagem e criar imagens conceituais associadas ao conceito de
proporcionalidade, conforme Tall & Vinner (1981). Observou-se que 0s
alunos/professores aprofundaram seus conhecimentos a medida que estabeleciam
relagles entre as representacOes dos modelos, nas suas diferentes formas, e 0
significado da constante de proporcionalidade.
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Ao tentarem identificar se 0 modelo construido apresentava uma situacéo de
proporcionalidade, eles mostraram conhecer a existéncia de regularidades entre os
dados de uma relacéo proporcional e evocaram as imagens conceituais ja estabelecidas
em suas mentes sobre 0 conceito para responder as suas indagacdes. |sto esta de acordo
com os resultados descritos em Silvestre (2006).

Nas atividades desenvolvidas, os aunos/professores tiveram a oportunidade de
vivenciar as etapas da modelagem matematica e, por meio dos model os estudados,
explorarem o conceito de proporcionalidade que servira de subsidio para transposi ¢céo
didética desse conceito aos alunos da Educacdo Basica

Da andlise das producdes dos alunos e do seu desempenho, durante o processo de
construcao dos modelos, € possivel concluir que a model agem matematica contribuiu
para a criagdo de imagens conceituais e a compreensao do conceito de
proporcionalidade direta.
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